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Przedmowa

Niniejszy zbior zadan jest przeznaczony dla ucznidéw i nau-
czycieli szkét srednich wszystkich typow. Zaproponowalismy
1555 zadan z algebry realizujacych ,,program maksimum”. Do
prawie wszystkich zadan w zbiorze sa podane odpowiedzi,
wskazowki lub szkice rozwigzan. Zadania, ktore naszym zda-
niem s3 szczegélnie wazne i ktorych tres¢ nalezy pamietaé,
wyrozniliSmy gwiazdka *.’

Opracowujac ,,Zbior zadan z algebry” korzystali$my z do-
stepnych nam zbioréw zadan w jezyku polskim, rosyjskim
i angielskim. A

Wyrazamy nadzieje, ze zbiér nasz okaze si¢ pomocny
uczniom i nauczycielom.

Autorzy

§ 1. Zbior liczb rzeczywistych

1. Oblicz: (4+Jﬁ)(4—Jﬁ)—(M\/§—J§)2+(8—2\/T5_)2.
2. Oblicz: 3(14+/7)?*~2(/7=3)*+(4/2~/5)4/2+/9).
W zadaniach 3—12 udowodnij réwnos¢.

3

1 4
Y i Jerdr
. (\/7+2 J6-/1-2 ﬁ)2=4.

1 1
S. + =14,
744./3 1-4./3

6. (5_“ 3)2—<52'_2:§)2= [ +10./3.

) \/m=J§+J§.

L /8423=/44+/1B3+, /413,
 V8+2V1042/544/8—-2/1042/5=/2(1 +/3).

10 \/5—1=i/9-5\/§ 'l
T3+ V9453 '

11 3/20414/243/20-14,/2=4.
12. 3/38+17./5=/9+4./5.

13. Poréwnaj liczby: 2350 i 3174,

[N

~3

o0

e

14. Udowodnij, ze jezeli w liczbie szesciocyfrowej cyfra pierwsza jest
réwna czwartej, druga piatej i trzecia szostej (liczac od rzgdu
najwyzszego do najnizszego), to liczba ta jest podzielna przez 7,11i13.
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15.

16.

17.

18.

19.

20

21.

22,

23.

24

25.

26.

27.

Udowodnij, ze jezeli liczba trzycyfrowa A =(xyz)=100x+10y+z
dzieli si¢ przez 37, to liczby B=(yzx) i C=(zxy) dziela si¢ takze
przez 37.

Udowodnij, ze suma trzech kolejnych naturalnych poteg liczby
3 jest podzielna przez 13.

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba 2n3 +n jest
podzielna przez 3.

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba n(n+ 1)
(2n% + 1) jest podzielna przez 6.

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba g(n2 +5) jest

podzielna przez 3.

Udowodnij, ze dla dowolnej parzystej liczby naturalnej n, liczba
n(n+2)(2n—1) jest podzielna przez 24.
Udowodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n, liczba

n*+3n?+5n+3 jest podzielna przez 3.

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n, liczba n®—n jest
podzielna przez 30.

Udowodnij, Ze dla dowolnej nieparzystej liczby catkowitej n, liczba
n®+3n?—n—3 jest podzielna przez 48.

Udowodnij, ze réznica kwadratow dwoch liczb catkowitych nie
dzielacych si¢ przez 3, jest podzielna przez 3.

Udowodnij, ze réznica czwartych poteg dwoch liczb catkowitych
réznigcych si¢ o 2, jest podzielna przez 16.

Udowodnij, ze jezeli x,y,z s liczbami catkowitymi i liczba x+ y + z
jest podzielna przez 6, to liczba x3+ 3 + 23 jest podzielna pizez 6.
Udowodnij, ze jezeli m, n sa liczbami catkowitymi i liczba m? + n?
jest podzielna przez 3, to liczby m i n sa podzielne przez 3.

. Udowodnij, ze jezeli n jest nie mniejsza od 5 liczbg pierwsza, to

29.

liczba n*—1 jest podzielna przez 24.

Udowodnij, Ze dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba

3n—5 = . .
nlz (i —3n2 + 2n) jest liczba catkowita.

3 2
30. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba %+32—+§

jest liczba naturalna.

n3—n?

2 .
1+ jest liczba catkowita.
n—

31. Dla jakich catkowitych n, liczba

32. Udowodnij, ze dla zadnego catkowitego n, liczba n%4 1 nie jest
podzielna przez 3.

33. Udowodnij, ze dwie kolejne liczby catkowite nieparzyste sg pierwsze
wzgledem siebie.

34. Udowodnij, ze suma dwoch kolejnych liczb naturalnych i suma ich
kwadratow sa liczbami pierwszymi wzgledem siebie.

14n+3
35. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, utamek 21":4 jest
n
nieskracalny.
.. .. . n*+2n
36. Udowodnij, Ze dla dowolnej liczby naturalnej n, utamek ———
n*+3n°+1

jest nieskracalny.

37. Udowodnij, ze jezeli ulamek %, gdzie n, ke N jest skracalny, to

ulamek n—;; jest takze skracalny.
n

38. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych kazda z liczb: n,
n+2,n+6,n+8, n+12, n+ 14 jest liczba pierwsza.

39. Dla jakich naturalnych n, liczba n* +4 jest liczba pierwsza?
40. Niech PP, P, beda roznymi liczbami pierwszymi. Wykaz, ze
—1—+—1—+... +—1— nie jest liczba catkowita.

1 2 k
41. Podaj wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych istnieje liczba
naturalna n taka, ze p+1=n°.

42. Udowodnij, ze zadna z liczb Fermata Fn =24 1,gdziene Nin>1,
nie jest suma dwoch liczb pierwszych.



43.

45.

46.

47.

48.

49.

)

50.

Liczby pierwsze p i g, gdzie p>q, nazywamy blizniaczymi, jezeli
p—q=2. Udowodnij, ze liczby pierwsze p i g, gdzie p>q sa
blizniacze wtedy i tylko wtedy, gdy pg+1 jest kwadratem liczby
naturalne;.

. Udowodnij, ze liczby x=111...1000..0 nie jest kwadratem liczby

naturalne;j. 300 m

Udowodnij, ze suma kwadratow pieciu kolejnych liczb naturalnych
nie moze by¢ kwadratem liczby naturalne;.

Udowodnij, ze dla kazdej liczba

n+1 LEDY

100" +4-10"" ' +4
9

liczby naturalnej n,

jest kwadratem liczby naturalne;.

Udowodnij, ze liczba 101 010 nie da si¢ przedstawi¢ w postaci
roznicy kwadratow dwoch liczb catkowitych.

Znajdz wszystkie liczby catkowite k, dla ktorych liczba k2 +1 jest
podzielna przez k+ 1.

Znajdz taka liczbe natulfalm; n, aby liczby n+1 i n—110 byly
kwadratami liczb naturalnych.

Wykaz, ze jezeli para liczb naturalnych (m, n) jest rozwiazaniem
rownania m~'+n"!=7"1, to liczba m+n jest podzielna przez 4.

W zadaniach 51-56 rozwiaz rownanie w liczbach catkowitych.

51,
52.
s3.
57.

58,

59.

x2+2xy—11=0. 54. 2*+3=5.
55. 2x3+xy—7=0.
56. 3x+xy—4y=45.

Udowodnij, ze rOwnanie x*—y?=1+2y—x nie ma rozwiazan
w liczbach naturalnych.

xy=x-+y.
(xy—12=(x+12+(y+1)>~

Udowodhij, ze rownanie x2 + 1990 = y? nie ma rozwiazan w liczbach
catkowitych.

Udowodnij, ze rownanie x?+y%+2z2=t> ma nieskonczenie wicle
rozwiazan w liczbach naturalnych.

. Udowodnij, ze réwnanie x?>=4yz+ 1 ma nieskonczenie wiele roz-

wigzan w liczbach naturalnych.

W zadaniach 61 i 62 rozwiaz rOwnanie.

61.

63.

64.

65.

66.

[x]=2x-3. 62. [x]+x=4,75.

gdzie symbol ,[x]” oznacza najwigksza liczbe catkowitq nie
wieksza od x.

Iloczyn dwéch liczb naturalnych jest rowny 3200, a ich najwigkszy
wspolny dzielnik jest rowny 8. Znajdz te liczby.

Udowodnij, ze suma cyfr liczby bedacej kwadratem liczby cal-
kowitej nie moze by¢ réwna 5.

Liczba catkowita a przy dzieleniu przez liczby 5 oraz 7 daje xeszte
1. Jaka reszte daje liczba a przy dzieleniu przez 35?7

Réznica dwéch liczb catkowitych nieparzystych jest podzielna przez
5. Jaka cyfre jednoSci ma roznica szescianéw tych liczb.

W zadaniach 67 i 68 odpowiedz na pytanie: w jakim systemie pozycyj-
nym prawdziwa jest rOwnosc.

67.
69.

70.

71.

72.

73.

74.

4-13=100. 68. 251=152

Wiadomo, ze a=1:2-3-..-1990, a b=10000'%%. PorSwnaj
liczby a i b.

Czy sumujac odwrotnoéci kolejnych liczb naturalnych zaczynajac
od 1 000 000, przekroczymy liczbe 1?

Czy sumujac odwrotnosci kwadratow kolejnych liczb naturalnych
zaczynajac od 1, przekroczymy liczbe 27 ¢

Ogrodnik przywi6zt na bazar ogorki. Zapytany przez sasiada o ich
liczbe odpowiedzial: gdybym ulozyl je w kupki po 10 sztuk lub po
12 sztuk, to w obu przypadkach zostanie mi 8 ogorkow. Oblicz ile
ogorkow miat ogrodnik, wiedzac jeszcze, ze ich liczba jest wigksza
od 300 i mniejsza od 400.

Dwaj bracia Bolek i Lolek wyszli rownoczesnie z domu do szkoly.
Lolek stawiat kroki o 20% krotsze od krokéw Bolka, ale za to
w tym samym czasie stawial tych krokow o 20% wigcej niz Bolek.
Ktory z nich pierwszy przyszed! do szkoly?

Wsrod 10 skrzyn zawierajacych monety, jedna zawiera monety
falszywe. W kazdej skrzyni jest nie mniej niz 10 monet. Jak za
pomoca jednego wazenia wykry¢ skrzyni¢ z monetami falszywymi
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wiedzac, ze moneta falszywa ma mas¢ 18 g, a moneta prawdziwa
20 g i niczym innym si¢ te monety nie rdznig.

75. Trzynascie kilograméw miodu nalezy rozla¢ do stoikéw miesz-
czacych po 1% kg i po 2% kg miodu. Ile stoikow kazdej wielkosci
trzeba przygotowac?

76. Smok ma 2000 gloéw. Rycerz moze §ciaé jednym cieciem miecza 33
glowy lub 21 gléw, lub 17 giéw, lub 1 glowe. Smokowi dorastaja

wowczas odpowiednio 48, 0, 14 lub 349 gtéw. Smok zostanie zabity,
gdy wszystkie glowy beda Scigte. Czy rycerz moze zabié smoka?

77. Dwunastu ludzi niesiec dwanascie bochenkéw chleba. Kazdy mez-
czyzna niesie po 2 bochenki, kobieta po %bochenka, dziecko po %
bochenka. Ilu jest mezczyzn, ile kobiet, i ile dzieci?

78. Czterej chlopcy, Piotr, Jurek, Janusz i Jacek urzadzili wyscigi na
100 m. Po zawodach kazdego z nich zapytano o wynik wyscigu.
Piotr odpowiedzial: ,Ja nie bylem pierwszy oni ostatni”. Jurek
odpowiedzial. ,,Ja nie bylem ostatni”. Jacek odpowiedzial: ,,Ja bylem
pierwszy”. Trzech z nich powiedzialo prawde, a jeden sklamat. Kto
sktamal, a kto byt pierwszy?

Ustalamy dowolnie liczb¢ naturalng m. Mowimy, ze liczba catkowita
n przystaje do liczby catkowitej k modulo m, jezeli min— k. Piszemy
wowczas: n=k (mod m).

W zadaniach 79-81 rozwiaz rOwnanie w zbiorze liczb calkowitych.

79. 3n=4 (mod 7). 81. n?*=3 (mod 5).

80. n’>=1 (mod 5).

. . a 1. . . 2b
82, Wiadomo, z¢e s abeRib# —2a. Oblicz arh

W zadaniach 83—85 rozwiaz réwnanie w liczbach rzeczywistych.
83. x2—2/2x+y—2,/y+3=0.

84. x2+ 5y +4xy+2y+1=0.

85. 4x2+9y*+ 1622 —4x—6y—8z+3=0.
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86.

Vi-1_-1-v3

Rozwiaz w liczbach wymiernych roOwnanie x + V=

W zadaniach 87—120 udowodnij, ze

87.
88.
89.
90.

91.

92.

93.
94,
95.
96.

97.
98.

lw.

101.
102.

103.

a(b+c)®*+b(c+a)’+c(a+b)?>—4abc=(b+c)(c+a)(a+b).
(bc + ca+ ab)® +(a* —bc)? + (b* — ac)* + (c2 —ab)? =(a® + b* + c)*.
(a+b+c)(bc+ca+ab)—abc=(b+c)(c+a)(a+b)
(@ +b?) (x® + y*)—(ax + by)* =(ay — bx)*.
x a+b x+y

V. . . a___ —_——,
Jezehbyaé01a¢b,1x¢}’at°b b ab x—y

Jezeli ab#0 i 1—;1)=a——b, to a=b lub ab= —1.
a

a+b® _a*

. .a b
Jezeli bc#Ox;-- to eI

c’
Jezeli b=a+1ic=ab,id=ab+1, to a®> +b*+c*=d>

4

Jezeli a+c=2b i 2bd=c(b+d)i bd#0, to §= .

A

Jezeli A=a+b+c+d B=a+b—c—d, C=a—b+c—d,
D=a—b—c+diab(a®>+b*)=cd(c*+d?), to
AB(A%+ B%)=CD(C?+D?).

Jezeli a+b+c=0, to a®+b3+c>=3abc.
Jezeli x +y+z=x2+y*+22=x3+y3+2z3=1, to xyz=0.
. b i . x2 2 zz
R Jezelif+z+f=l 1f+—+f=0,1abc¢0,1xyz¢0, to —2+y—2+—;=1.
a b ¢ X y z a* b

Jezeli s=a+b+c, to
(as+bc)(bs + ca)(cs + ab)= (b +c)* (c+ a)* (a+ b)*.
Dla dowolnych liczb a, b, c: a®+b*+c*>ab+ac+bc.
a*—ab+b*_ 1
i b0 >
Dlaa#0ib#0 YT
Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a,, a,, b,, b,:
gi £>(a1 +a,)?
b, b, by+b,

11



104.

105.
106.

*107.

*108.

*109.

*110.

111.

112.

113.

114.

115.

12

Dla dowolnych dodatnich liczb a,, a,, b,, b, i takich, ze:

2 2
a,+a,>b, +b, prawdziwa jest nierOwnos¢ %+Z—2>b1 +b,.
1 2

Dla dowolnych liczb a, b: a>+b*+2>2(a+b).
Dla dowolnych liczb x, y: (x +y)(1 +xy) <1 +x2)(1 +y?).

>\/ab

Dla dowolnych dodatnich liczb a, b: 2

Uwaga:

+..+8

1) Liczbe Lttt nazywamy érednia arytmetyczna liczb
n

a, az, .., G,
2) Jezeli a,, a,, ...a,€R,, to liczbg 2/ a, a,..-a, nazywamy
srednia geometryczna liczb a,, a,, .., a,.

Dla dowolnych dodatnich liczb g, b: %s\/ﬁ.
a

Uwaga: Jezeli abe R, to liczbe = nazywamy Srednig har-
a
moniczng liczb a, b.

a+b+c+d

Dla dowolnych dodatnich liczb q, b, ¢, d: > 4/abcd.

Dla dowolnych dodatnich liczb a, b, c: a+z+c>2/ abe.

Dla dowolnych dodatnich liczb x, y, z: 243
y 2z Xx

1
Dla dowolnych dodatnich liczb x, y, z: (x +y+2) (—+—+1)>9.
X ¥4
a2 bz cz
Dla dowolnych dodatnich liczb a, b, c: —+ +—23.

bc ac ab
Dla dowolnych dodatnich liczb a, b, c: (a® + b + c2)(aib +i +i> >9,
ac

da ab bc

Dla dowolnych dodatnich liczb g, b, c, d: Cd+ + + >4

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

Dla dowolnych liczb g, b, c:
a*(1+b?)+b*(1 +c*)+c*(1+a?) = 6abc.

. e b
Jezeli ab>0, to §+-> 2.
a

Jezeli ab>0, to (a+Db) (1 + %) =4.
a

Jezeli ay, a,,...,a,eR, ia,-a,".
“(l4+a)=2"

ca,=1,to (1+ay)(1+a,) ..

Jeseli a, b, c€<0; 1), to abe (1—a)(1—b)(1—c)<£z.

Dla jakich dodatnich liczb a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnos¢:
a+c a

—>-7

b+c b

Udowodnij, ze dla wszystkich dodatnich liczb a,, a,, ..., a,, b,,
b,, .., b, oraz keN spelniajacych warunek:

as+2a,+ .. +2" 'a,<b, +2b,+ ... + 2" 'b, prawdziwa jest nie-
rownosé:
k+2a,+2%a,+.. 42,
k+2b, +2%b,+ ... +2",

k+a,+..+2" g,
k+by+..+2"" b,

W zadaniach 123 i 124 udowodnij, ze nierownos¢ prawdziwa jest dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y.

*123.
124,

bx + yl<|x|+yl.
Ix| iyl < lx— yl<Ix|+ 1yl



§ 2. Wstepne wiadomosci o funkcjach

W zadaniach 125 i 126 wyznacz miejsca zerowe funkcji.

x?—2dla xe W
125. f(x)={x2_1 dla xe R\W.

dla xeR_
126. f(x)= {x 24x dla xeR,U{0}.

W zadaniach 127— 134 zbadaj parzystos¢ i nieparzystos¢ funkgji.

127. f(x)=|x}. 130. f(x)=x|x|.
128. f(x)=", 131, f(x)=x5+x>+x.
X
129. f(x)=+/x. 132, f(x)=——.
x“+1
x2+2 dla x>0.
133. f(x)={—x2—2 dla x<0.
M dla x#0.
134, f(x)=< *
0 dla x=0.

W zadaniach 135—138, zakladajac, ze funkcja f jest okreslona w zbiorze
R, zbadaj parzystosc¢ i nieparzystos¢ funkgcji g.

135. g(y =22 137, g (9=l 2T
%1
136. 9 ()=/()—f(—) 138. ()=l L2

W zadaniach 139—146 zbadaj na podstawie definicji monotoniczno$¢
funkcji.
139. f (x)=§ w zbiorze R_.

14

140. f(x)=./x w zbiorze R,.
141. f(x)=x3 zbiorze R.
142, f(x)=x2—2x w przedziale (1; ).

143. f(x)=x2—5x +6 w przedziale (— o; §>.
144, f(x)= —x>+4x—3 w przedziale (— oo; 2).

145. f(x)= ———wprzedznale( 1; 1).

146. f(x)=x+—z w przedziale (— co; 0).
X
147. Udowodnij, ze funkcja

f0)= X dla xe W

—X dla xeR\W
jest ré6znowartosciowa w zbiorze R, lecz nie jest w tym zbiorze
monotoniczna.

148. Wykaz, ze funkcja Dirichleta

1 dla xe W
f(")‘{o dla xe R\W

jest funkcja okresowa, lecz nie ma okresu zasadniczego (pod-
stawowego).

149. Wykaz, ze jedynymi okresami funkcji Dirichleta (patrz zadanie nr
148) sa liczby wymierne rozne od zera.

150. Udowodnij, ze jezeli funkcja f: R—R jest okresowa, to rOwniez
funkcja g: R—R taka, ze g(x)=f(ax+b) gdzie a, beR, jest
okresowa.

151. Wykaz, ze jezeli dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest

x 1 .. . .
rownos¢ f(x + a)= :f;? ; gdzie a jest ustalona liczba rzeczywista
—1—f(x
rézng od zera, to funkcja f jest okresowa.

152. Udowodnij, ze jezeli funkcja f: R—R jest nieparzysta i ma okres
s, to liczby ms, gdzie me C sa miejscami zerowymi funkgji f.

15



153. Wiadomo, ze funkcja f: <0; ®)—<0; o) i prawdziwa jest dla
dowolnych x, ye{0; o) rownosé: f(x +y)=f(x)+£(y).
a) Wyznacz f(0). - ’ N
b) Wykaz, ze dla ne Nu{0} i xe(0; o) prawdziwa jest rOWnosc
f(nx)=nf(x). o
c) Wykaz, ze dla n, me N i xe{0; o) prawdziwa jest rownosc
1(Z)=21c0 g
m m
Zadania, w ktorych nalezy znalez¢ niewiadoma funkcj¢ na podstawi.e
zadanej tozsamosci, ktora funkcja ta ma spelnia¢, nazywaja si¢
rownaniami funkcyjnymi. Powyzsze rownanie funkcyjne nosi nazwe
réwnania Cauchy’ego. Mozna udowodni¢, ze wirod wszystkich funkcji
£ <0; 0)—(0; ), jedyna funkcja spelniajaca rownanie Cauchy’ego
jest funkcja liniowa f x—ax, gdzie a=A1).

154. Dane jest rownanie f(x + y)=f(x)f(y), gdzie f:(—o0; 0)—(0; ).
Wykaz, ze f(0)=1.

155. Dane jest rownanie funkcyjne f(x-y)=f(x)+f(y), gdzie
f: (0; 00)—(—o0; ). Wykaz, ze f(1)=0.

156. Znajdz wszystkie funkcje f: R—R spelniajace rownanie funkcyjne
2f(x)+f(1—x)=x.

157. Znajdz wszystkie funkcje ff R—{1}— R spelniajace dla kazdego

X

. 1
x# 0 rownanie funkcyjne f(x)+ 3 f] (;) =

x—1

158. Znajdz wszystkie funkcje f© R—{1}—> R spelniajace dla kazdego
. . 1 1
x # 0 réwnanie funkcyjne (x — 1) f(x)+f] <;> =—
159. Niech a,  beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze o + B #0. Zna]:di
wszystkie funkcje f R—R spelniajace rownanie funkcyjne

af (x)+ B (—x)=(a+ B) (x +1).

o . 2
160. Znajdz najwigksza wartos¢ funkcji f1 (x)=x2:

19 xER+

x
ax*+b

161. ZnajdZz najwicksza i najmniejsza wartos¢ funkcji f(x)=

gdzie abeR,.
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162. Znajdz najwigksza wartos¢ funkeji f(x)=x*+%, xeR, .
X

163. Znajdz najwigksza wartos¢ funkcji f: (0,1)- R i f(x)=x*—x°.

164. Latwo wykaza¢ (wykaz to), ze dla dowolnych liczb a,, a, b, b,
prawdziwa jest nierowno$¢ Schwarza:

la,b, +asb,) </ a2 +a3-/b}+ b3
Korzystajac z nier6wnosci Schwarza wyznacz najwigksza warto$é

funkcji f(x)=+/x+4 |1 —g.

165. Liczb¢ dodatnia a przedstaw w postaci sumy dwéch liczb dodat-
nich, ktorych iloczyn jest najwigkszy.

166. Ktory z prostokatow o danym obwodzie 2p ma najwieksze pole?
167. Ktory z prostokatéw o danym polu S ma najmniejszy obwdd?

168. Objetos¢ prostopadloscianu o podstawie kwadratowe;j jest rowna
V. Przy jakich dtugosciach krawedzi, pole powierzchni catkowitej
tego prostopadioscianu jest najmniejsze?

169. Suma dtugosci trzech krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych
z jednego wierzchotka jest rowna c. Znajdz prostopadlioécian
o najwigkszej objetosci.

Metryka (odlegtoscia) w zbiorze Z nazywamy funkcje d: Z2— R U {0}
taka, ze dla dowolnych x, y, ze Z:

— d(x,y)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=y,

— d(x,y)=d(y,x),

— d(x,2)<d(x,y)+d(y,2).

Zbiér Z wraz z metryka d (dokladniej par¢ (Z,d)) nazywamy prze-
strzenia metryczna.

170. Udowodnij, ze funkcja d: d(x,y)=|x—y|, x,y€ R metryzuje zbidr
R (jest metryka w zbiorze R).

1 dlax#y

171. Udowodnij, ze funkcja d: d(x,y)= {0 dla x=y

metryzuje dowolny zbior Z.

2 — Zbior zadan
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172. Udowodnij, ze funkcja d: d(4,B)=+/(x,—x,)>+(y,— yl).z, gdz.it?
A=(x,,y;), B=(x,,y,) jest metryka na plaszczyznie kartezjanskiej
7, to znaczy, na plaszczyznie z wprowadzonym prostokatnym
kartezjanskim ukladem wspolrzednych.

Uwaga: Funkcja d okreslona jak wyzej nazywa si¢ metryka geo-

metryczng.

173. Udowodnij, ze funkcja d: d(4,B)=|x,—x|+|y, —,|, gdzie
A=(x,,y,), B=(x,,y,) jest metryka na plaszczyznie kartezjan-
skiej 7.

§ 3. Funkcja liniowa. Réwnania i nieréwnosci
stopnia pierwszego

174. Znajdz funkcjg liniowa, ktorej wykresem jest prosta przechodzaca
przez punkt A=(—2, 3) i ktéra dla argumentéw mniejszych od
2 przyjmuje wartosci dodatnie, a dla argumentow wigkszych od
2 przyjmuje wartosci ujemne.

175. Znajdz funkcje liniowa wiedzac, ze jej wykres przechodzi przez
punkt A=(1, —4) i jest nachylony do osi O0X pod katem 135°,

176. Znajdz funkcj¢ liniowa wiedzac, ze jej wykres przechodzi przez
punkt A=(1, —3) i jest rownolegly do wykresu funkcji f: y=2x.

W zadaniach 177 — 184 narysuj wykres funkcji.
177. f: y=2|x|.

178. f: y=14x+|1—x].

179. fi y=2|x+1|+|x—2|.

180. £ y=1/(x+2? +/(x—2)%.

181. f: y=2x++/x2+2x+14+/x>—6x+9.
182. f: y=|Ix+3|-2|.

2—x

184. f: y=lx_2|

“x+2.

183. £ y="1 (x4 1),
X

W zadaniach 185—193 rozwiaz rownanie z niewiadoma x.

185, 1_"_—1=3x+1_ 188, 1_3C+D_7-3x
2 . 2 2
186. xﬁ—2x+1=3, 189. 1_x_“+3x=5"+1.
3 2 2
< —x/2 1
187, x./54+7=x—" ’2“/2. 190. 3x+5’=4.
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191. [7x—1]=2x+3. 193. |x—2|+|x—3|+2|x—4|=
192, |x+2|+|x—2|=

W zadaniach 194—207 rozwiaz nieré6wnos¢ z niewiadoma x:

214. Podaj wszystkie liczby naturalne spetniajace nierownos$¢

3x—1
12— 2 |<1.

215. Podaj wszystkie liczby catkowite spelniajace ukiad nierownosci:

- 1 .
194, 32’5—2Tx>x+1. 201. 5+1 >3, l4x—7|>1i [3x—1]<8.
216. A={xeR:|3x—15|=3x—15}, B={xeR: |19-2x|<1}.
195, 2,079 _x+1 202 |7-L <2 a) wyznacz: AUB, AnB, A—B, B—A.
2 4 2 4 b) Podaj ilustracje graficzna iloczynow kartezjanskich A x B

- - i Bx A.
196, Z1x 2% 203, [1 -2 - . .

4 ~ 2 3 2 217. Dla jakich wartosci parametru k rozwiazanie rOwnania

_ x=9k 3k—x 3x—1 . . .

197. 9-—37x+1<x_12_x. 204, 2_1 32 >2x 41, 1- TR R nalezy do przedzialu < —1; 2)?

W zadaniach 218—221 przeprowadz dyskusj¢ réwnania z niewiadoma

198. x+2—3_Tx> —§+2x. 205, |x+3]—|x|>1. x, ze wzgledu na liczbe rozwigzan.
ax—3 x—4a
- 218. =1-== 220. |ax+b|=1.
199, 52 32"<33’-°. 206. 6|2x+ 1]+ 3| x — 4+ x| < 20. 2 3 |ax-+5]
219, p_ X3 b 21 1|=b
200. [3x—2|<1. 207. /x*+/x*—2x+1>x+1. b= + lax—1|=b.

W zadaniach 208—212 ustal dziedzing funkcji f.

3x245 1

1—4
208fy\/ x++x3x

2x—1

J1-2x

209. f: y=+/3x—1—

210. f: y=

1
VIx—1-2
211 f y=/7—=5x+/5x—1.
212. f: y=+/ —|3x+5|.

213. Znajdz najmniejsza liczbg naturalna spetniajaca uklad nierowno-

x+2 3—x
I—T 2__-

Scit x2—1<(x+1)%i p

20

W zadaniach 222—227 rozwiaz uklady rownan.

222, 3x+2y=-1 i 2x+43y=3.

223. x—2y=1 i —2x+4y=-2.

224. 2x+y=1 i 4x+2y=3.

225. x+y+z=1 1 x—y+z=2, i 2x+y+z=-1
226. x+y+2z=0 i x+2y+2z=0, i —x+y—4z=0.
227, x+2y+z=1 i x+y—z=1, i —x+y+5z=1

228. Dla jakich wartoSci parametru p uklad réwnan 2x—y=

i x+y=3p—1 jest spetniony przez pare liczb nieujemnych?

229, Dla jakich wartosci parametru p uklad réwnan x+y=
i 2x+y=3p jest spetniony przez pare¢ liczb, z ktoryeh jedna jest

dodatnia, a druga ujemna?

5

2
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230. Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktérych para liczb (x, y)
spelniajaca uklad réwnaf x+y=m i 3x—2y=2m—1 jest roz-
wiazaniem nierownosci |x|+|y|<1.

W zadaniach 231—233 przeprowadz dyskusje ukladu réwnan o nie-
wiadomych x, y ze wzgledu na liczbe rozwiazan.

231. 2x+(m—1)y=3 i (m+1)x+4y=-3
232, ax+2y=1 i 2x+ay=1.
233, ax+2y=1 i x+y=b.

W zadaniach 234—241 narysuj w prostokatnym ukladzie wspotrzed-
nych zbior punktéw, ktorych wspétrzedne x, y spetniaja roOwnanie.

234. 2x+y+1=0. 238. |y+1|=2.

235. 4x+1=0. 239. |x—y|=1.

236. 2y—1=0. 240. x*—4y*=0.
237, |x-3|=1. 241. y*+6x=x%49.

W zadaniach 242—254 narysuj w prostokatnym ukladzie wspolrzed-
nych zbior punktéw, ktorych wspoirzedne x, y spetniaja nieréwnos¢.

242, 3x—y+1<0. 249. |2x—y|<x+2y.

243. 2x+y+320. 250. |x|—2y|> 1.

244, 2x+3>0. 251, x2>y%.

245. 3y—5<0. 252. x2<4y2

246. |x+1|=3. 253. x2+y*<2x+4y—5.
247. |-2y+3|<2. 254. 3x%+8y*+ 14xy>0.
248. |x+y|>1.

255. W prostokatnym ukladzie wspoirzednych narysuj zbior punktow,
ktorych wspotrzedne x, y spelniaja roOwnanie |x + y|+|x—y|=2.

W zadaniu 173 wprowadzono na plaszczyznie kartezjanskiej n metryke
d: d(A,B)=|x,— x| +|y, ~y,|, gdzie A=(x,,y;) B=(x,,y,).
Nazywamy ja metryka miejska.

W zadaniach 256—258 rozwazamy przestrzen metryczna (n,d), gdzie
7 jest plaszczyzna kartezjanska, a d metryka miejska.
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256.

257.

258.

259.

260.

261.

262.

263.

264.

265.

266.

Narysuj zbior wszystkich punktow P=(x, y) dla ktoérych
d(0, P)=2, gdzie 0=(0, 0).

Narysuj zbior wszystkich punktow P=(x, y) dla ktoérych
d(4, P)<1, gdzie A=(1, 1).

Narysuj zbior wszystkich punktéw P=(x, y) dla ktorych
d(A, P)=d(B, P), gdzie A=(0, 0), B=(1, 1).

Znajdz najwieksza wartos¢ parametru z, dla ktorej spelniony jest
uklad warunkow: x—y+1201i x+y—120,i —3x+y+3=>0,
i z=2x+y przez przynajmniej jedna pare (x, y).

Znajdz najwicksza wartosé parametru z, dla ktorej spetniony jest
uklad warunkow: 3x+y<181i x+2y<20,i 3x+2y<24,i x=0,
i y20, i z=2x+ 3y przez przynajmniej jedna parg (x, ).

Znajdz najwigksza i najmniejsza warto$¢ parametru z, dla ktorej
speiniony jest uktad warunkéw: 2x +y>2ix+3y>23,ix—y>—1,
i3x—y<6,ix+y<S5,iz=x+2y przez przynajmniej jedna parg
(x, ).

Gdy zapytano stawnego greckiego matematyka Pitagorasa ilu
ucznidw uczeszcza do jego szkoty, odpowiedzial: ,,Polowa moich
uczniow studiuje matematyke, czwarta czg$¢ muzyke, siodma czesé
milczy, a oprocz tego sa tam jeszcze trzy kobiety”. Ilu ucznidéw
bylo w szkole Pitagorasa.

Na sprawdzianie z matematyki 12% piszacych nie rozwigzalo
zadania zupelnie, 32% rozwiazalo je z blgdami, a 14 uczniéw
rozwiazato zadanie poprawnie. Ilu uczniow pisalo sprawdzian?

W zawodach ,,Zgaduj zgadula” postawiono 30 pytan. Za kazda
prawidlowa odpowiedz zaliczano 7 punktéw, a za nieprawidtowa
odpowiedzZ uczestnik tracit 12 punktow. Ile dobrych odpowiedzi
dal jeden z uczestnikow, jezeli zdobyt 77 punktow?

Suma cyfr liczby dwucyfrowe;j jest rowna 8. Znajdz te liczbe wiedzac,
Ze jest ona mniejsza o 36 od liczby otrzymane; z przestawienia jej cyfr.
Liczba trzycyfrowa ma na miejscu jednosci cyfre 4. Jezeli prze-
stawimy cyfry jednosci i dziesiatek, to liczba powigkszy si¢ o 18,
a jezeli przestawimy cyfry setek i jednosci, to liczba powigkszy si¢
0 99. Znajdz te liczbg.
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267.

268.

269.

270.

271.

272

Po podwojnej obnizce ceny najpierw o 25%, a pdzniej o 5%,
ksiazka kosztowala 5358 zl. Jaka byla pierwotna cena ksiazki?

Statek przeptynat 40 km z pradem rzeki w 2 godziny a 35 km pod
1

prad w 25 godziny. Oblicz predkosé statku wzgledem wody

i predkos¢ pradu rzeki.

Statek ptynie Odra z Wroclawia do Szczecina 3 dni, a ze Szczecina
do Wroclawia 6 dni. Jaki jest czas przeptywu wody Odry z Wroc-
fawia do Szczecina?

Stop miedzi i cynku wazy 24N. Przy zanurzeniu w wodzie stop

ten traci na wadze 25N. Znajdz cigzar miedzi i cynku w tym stopie,

jezeli wiadomo, Ze miedz traci na wadze przy zanurzeniu w wodzie
1 2 . .

115%, a cynk 14;% swojego cigzaru.

36N cynku wazy w wodzie 31N, 23N olowiu wazy w wodzie 21N

a stop cynku i olowiu o wadze 292N wazy w wodzie 261N. Ile
niutondéw olowiu zawiera ten stop?

Dziadek i babka maja razem 140 lat. Dziadek ma obecnie dwa
razy tyle, ile babka miata wtedy, gdy dziadek miat tyle, ile babka
ma teraz. Ile lat ma dziadek, a ile babka?

§ 4. Funkcja kwadratowa.
Rownania i nieréwnosci stopnia drugiego

273. Wykres funkcji kwadratowej y=x?+bx+c przechodzi przez
punkty A=(—1,0)i B=(1, —4).
a) Znajdz wspolczynniki b i ¢ oraz narysuj wykres tej funkcii.
b) Dla jakich x funkcja przyjmuje wartosci ujemne?
¢) Ile jest rowna warto$¢ najmniejsza funkcji i dla jakiego x?
d) W jakich przedziatach funkcja maleje?
e) Wyznacz zbior wartosci tej funkciji.
f) Zapisz funkcj¢ w postaci kanonicznej oraz iloczynowe;.
g) Podaj rownanie osi symetrii wykresu tej funkcji.

274. Wyznacz wspolczynniki b i ¢ funkcji kwadratowej y=x2+bx+c
wiedzac, ze osigga ona minimum réwne 5 dla x=2.

275. Wyznacz wspolczynniki a, b, ¢ funkcji y=ax? + bx + ¢ wiedzac, ze
do jej wykresu nalezy punkt A=(1, —1) i najwigksza warto§¢
funkcji rowna jest R dla x=2.

276. f(x)=ax?+bx+ 5. Wyznacz a i b wiedzac, ze x/e\R fx+1)—f(x)=
=8x+3.

277. Wyznacz f(x + 1) wiedzac, ze f(x—1)=2x*—3x+1.

278. Wiadomo, ze wierzcholek paraboli bedacej wykresem funkcji
y=ax?+bx +c ma odcigta 2, a jednym z jej miejsc zerowych jest
1. Znajdz drugie miejsce zerowe tej funkcji.

W zadaniach 279—291 rozwiaz rownanie z niewiadoma x.

279. 7x*—(2x—3)(2x+3)—(x—4)*=3

280. x2+2x+3=3|x+1]|. 282, (x2—3x)2—2(x%2—3x)—8.

281. x*+36=13x2. 283. (x2—5x)(x2—Sx—2)=24.
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284, x2—4x+8=(x?—4x+2)(x*>—4x+4).

285. x(x—1)(x—2)(x—3)=120.

286. x+./2x—1=2.

287. \/x—2+x=9.

288. /4x+2+./4x—2=4.

292. Znajdz liczbg naturalna n wiedzac, ze dopisujac do liczby n po jej
prawej stronie cyfr¢ 7, otrzymujemy liczbe o 4 mniejsza niz n2.

293. Wykaz, ze réwnanie x>—(a+b)x+ab—c?=0 ma co najmniej
jedno rozwiazanie dla wszystkich wartosci parametrow a, b, c.

290. |x®—8x+12|=x%>—8x+12.
291. |3x—x2|=x%—-3x.

294. Wykaz, ze jesli rownanie kwadratowe ma rozwiazania rzeczywiste

@ i B, to mozna to réwnanie przedstawi¢é w postaci
x2—(a+P)x+af=0.

295. Podaj réwnanie kwadratowe, ktorego rozwiazania sa odwrotnos-
ciami rozwiazan rzeczywistych rownania ax?+bx+c=0, gdzie
aic sg rozne od zera.

296. Rozwiazaniami rzeczywistymi réwnania ax?+bx+c=0, gdzie

ac#0, sg liczby x, i x,. Podaj rownanie kwadratowe o roz-
wiazaniach:

Xy . X . .
a) =i, b xjix), o x}ixl.
X, X4
297. Podaj réwnanie kwadratowe, ktdrego rozwiazania rzeczywiste x,

. . . .11
i x, beda spetnia¢ warunki: x,x,=3 i x—+-x—=4.
1 2

W zadaniach 298—305 rozwiaz uklad rownan z niewiadomymi x, y.

298. x?4y=5i2x—y=3. 302. x24+y*=4ixy=./3.
299. 2x—y=1ixy=3. 303. x+xy+y=11i x%y+xy*=30.
300. x2+y*=9ix—y=3. 304. x> +y*=13ix+y+xy=11.

301 x+y=1ix>+y>+6x=7. 305. x*+xy=281iy*+xy=2l.

306. Dla jakich liczb rzeczywistych p i q rozwiazaniami réwnania
x2+(1—p)x—q—3=0s3 liczby p i q?
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289. /5x+7—+/3x+1=/x+3.

W zadaniach 307—328 rozwiaz nieré6wno$é z niewiadoma x.

307. x%<x+20. 318. |[x+1]+|x—1|=x>

308. x2>4. 319. x*+x2>20.

309. 5<2x2 320. (x2—5x)*—2(x*-5x)>24.
310. —1<3x% 321. (2x2—3x—8)(2x*—3x—6)<3.
311, —3>4x2 322, x(x+1)(x+2)(x+3)<24.

312. 3x>2x% 323. x+2./x<15.

313. (3x+2)(2—x)<0. 324 /3x—22<x—2.

314. 2x%> +5>x. 325, /2x—3>x-9.

315. x> +9<6x. 326. /3—|x|<x—1.

316. |x2—-3x+1|<19. 327. J4—x*>x.

317. |x*—|x|| <6. 328, x—+/x—3<9.

329. Wiedzac, ze f(x)=x*>—x—12 i g(x)=8—x rozwiaz nier6wnoi.
a) flgx1<0.  b) g[f(x)I<0.

330. Wykaz, ze nierdwno$¢ (x> —2x+3)(x* —2x+4)>x*—2x+7 jest
prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x.

331. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a wartoéé.najmnit,ejt
sza funkcji y=x>—ax+2 jest wigksza od najmniejszej wartosci
funkcji y=x*>—x+a+1?

332. Rozwiaz uklad nierdwnosci: 5> x? i x22>3x.

333. Podaj wszystkie liczby naturalne spetniajace uklad nieréwnosci
3g<x?-2x+3<18.

W zadaniach 334—336 ustal dziedzing funkcji f.

2—3x
J24x—x*
J3=x? x

1—x? 6x—x

334, f: y=/x2—5x—

338 fry=

3

336. f: y=+/x2—14+/3—x2-1|.
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337. Znajdz wszystkie dodatnie argumenty x, dla ktorych wartosci
funkcji y=2x>—x sa wigksze od wartoéci funkcji y=2x2+2.

338. A={xeR: x’<5x}, B={xeR: 9>x?}. Wyznaczz AUB, AnB,

A\B, B\A.

339. A={xeR: |x|<4}, B={xeR: x*>1}. Wyznaczz AUB, ANB,
A\B, B\A.

340. A={xeR: |x|>1}, B={xeR: x><4}). Wyznacz: AUB, ANB,
A\B, B\A.

341. A={xeR: |x+1|<3}, B={xeR: x*>2}. Wyznacz AnB.
342. A={xeR:[2x—1|>3}, B={xeR: x*<5}. Wyznacz B\A.
W zadaniach 343—348 narysuj wykres funkcji f.

346. f: y=|x>—4|+x2.

347. fy=x2+x+/(x2+ 1)2—4x>.
348. f: y=|x2 =9 +|x2— 4| +5.

343. f: y=|—x*+4x+5|.
344. f: y=|4x—x?|+2.
345, f: y=x2—4|x|-5.
349. Ustal dziedzing i narysuj wykres funkcji
y=x2+./x*—4-./4—x2.

350. Narysuj wykres funkcji

2—x2% dla x<0
f(x)={|x2—1|, dla x>0

iz jego pomoca ustal, dla jakich rzeczywistych wartoéci parametru
m rOwnanie f(x)=m ma trzy rdzne rozwiazania.

351. Narysuj wykres funkcji y=|x?+2x—3|, gdzie xeR i z jego
pomoca ustal zaleznos¢ liczby k rzeczywistych rozwigzaf row-
nania |x?+2x—3|=a od parametru ageR. Narysuj wykres
funkcji k=f(a).

W zadaniach 352 i 353 w prostokatnym ukladzie wspétrzednych
naszkicuj zbior punktéw plaszczyzny, ktorych wspolrzedne x, y spel-
niaja nier6wnos¢.
352. y+4>x2 353, y<—|x*-2|.
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W zadaniach 354 i 355 w prostokatnym ukladzie wspolrzednych
naszkicuj zbiér punktow plaszczyzny, ktérych wspotrzedne x, y spet-
niaja uklad nieréwnosci.

354. y+1>x2i y—1<0. 355. y=x?i y+|x|<6.

. . 3 1 .
356. A={(x, y):xeRiyeRi y<5—|x+5|}, B={(x, y):xeR i yeR,

i y=|x?+x|—2}. W prostokatnym ukladzie wspotrzednych na-
szkicuj zbior ANB.

W zadaniach 357 i 358 zbadaj, dla jakich rzeczywistych wartosci
parametru m réwnanie ma dok!adnie jedno rozwiazanie.

357. x2+(m—3)x—m+3=0. 358. (m—5)x*—dmx +m—2=0.
W zadaniach 359 i 360 zbadaj, dla jakich keR réwnanie ma dwa rézne

rozwiazania rzeczywiste.

359. x2+kx—k+3=0. 360. (k+1)x2 — 4kx + 2k + 3 =0.

W zadaniach 361 i 362 przeprowadz dyskusje réwnania z niewiadoma
x ze wzgledu na liczbe rozwigzan.

361. x>—kx+k+3=0. 362. (k+2)x*>—4kx+4k=1.

363. Niech k oznacza liczbg rozwiazafh rzeczywistych réwnania
x—x?=m, gdzie me{—1; 1). Naszkicuj wykres funkcji k=f(m).

364. Niech p(m) bedzie liczba roznych rozwiazan rzeczywistych row-
nania (m+2)x*+ 6mx +4m—1=0, gdzie m jest parametrem. Na-
szkicuj wykres funkcji y=p(m).

365. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru p uklad rdéwnan
x*+y*—2x=11 y—x=p jest ukladem sprzecznym?
W zadaniach 366 i 367 przeprowadz dyskusj¢ ukladu réwnan z nie-
wiadomymi x, y i parametrem meR.
366. x*+y*=5i2x—y+m=0. 367. mx—y=11iy=x*+2x+m.
368. Dla jakich wartosci parametru peR zbiory:
A={(x, y):xeRi yeR, i y=x>+px—p?},
B={(x, y):xeRi yeR, i x+y< —1} s3 roztaczne?
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369. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m rownanie
x2+(2m—1)x+m?—3m=0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste ro-
znych znakow?

370. Dla jakich wartoSci rzeczywistych parametru k roéwnanie
x2—2(k—1)x+k?—3=0 ma dwa rozwigzania rzeczywiste jed-
nakowych znakow?

371. Dla jakich wartoSci rzeczywistych parametru k rownanie
x2 42k —3)x +2k+5=0 ma dwa rbézne rozwiazania rzeczywiste
ujemne?

372. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m rdéwnanie
x2—(m—-3)x+m=0 ma dwa rdéine rzeczywiste rozwigzania
dodatnie?

373. Dla jakich wartosci parametru meR iloczyn rozwiazan rzeczywis-
tych réwnania x2 — (m—4)x + m* —Tm+ 12 =0 jest rtéwny polowie
sumy tych rozwiazan?

374. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m rdwnanie
x2—(3m—5)x+m?—4m+3=0 ma rozwiazania rzeczywiste roz-
nych znakow takie, ze rozwiazanie dodatnie jest wigksze od
wartosci bezwzglednej rozwiazania ujemnego?

375. Nie rozwigzujac rownania x2 + 3x —2 =0 oblicz warto$¢ liczbowa
XEx;+x, % . . .. .
5> 8dzie x , x, s3 rozwigzaniami rzeczywis-

wyrazenia —————
2x2—3x,x, +2x3

tymi podanego rownania.

376. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m suma kwadratow
rozwiazan rzeczywistych rownania x2+(3m—2)x+m+2=0 jest
wieksza od 8?

377. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru a suma kwadratow
rozwigzan rzeczywistych réwnania x2+ax+4=0 jest dwa razy

wigksza od sumy tych rozwiazan?

378. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m rdéwnanie
x%+mx+2m—2=0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste, z ktorych
jedno jest sinusem, a drugie cosinusem tego samego kata?

379. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru k kwadrat réznicy
rozwiazan rzeczywistych rownania x?—2x+k=0 jest rowny 16?
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380. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru k rownanie
x*+4x + k=0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste x, i x,, spelniajace
warunek 3x; —x,=0?

381. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m rdéwnanie
x% —6x + 2m? = 0 ma dwa rozne rozwiazania rzeczywiste, z ktorych
jedno jest kwadratem drugiego?

382. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m réwnanie
2x%+mx+30=0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste x, i x, spel-
niajace warunek x,:x,=3:5?

383. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m rownanie
2x%+(2m—1)x +m—1=0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste x, i x,
spelniajace warunek 3x, —4x,=11?

384. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m réwnanie
x*+(m—3)x—2m+6=0 ma dwa rozne rozwiazania rzeczywiste
wigksze od 1?

385. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m roéwnanie
x2—(2m—1)x+m?—2=0 ma dwa rozne rozwiazania rzeczywiste
mniejsze od 3?

386. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m liczba 1 lezy
migdzy rozwiazaniami rzeczywistymi rownania (m—4)x2 —4x +
+m—3=0?

387. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m rownanie
x*—mx+2m—3=0 ma dwa rozne rozwiazania rzeczywiste nale-
zace do przedziatu (—1; 5)?

388. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m rdéwnanie
x?—(m—1)x+2m—5=0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste, z kto-
rych jedno jest dodatnie, a drugie mniejsze od ~1?

W zadaniach 389—391 znajdz wszystkie rzeczywiste wartosci paramet-
ru a, dla ktoérych podana nier6wnos$¢ jest prawdziwa dla wszystkich
liczb rzeczywistych.,

389. (a—)x2—(a+x+a+1>0.

390. (a—2)x*+2(2a—3)x<6—S5a.
391. (4—aH)x?>—2(a—2)x+1>0.
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392. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru m nieréwnpé(;
f(x)=g(x)jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych, jesli
f(x)=mx?—3x—2 a g(x)=2x>—x—m?

393. Wyznacz wszytkie takie peR, ¢ /\ [3+px)—p(1+x?)].
xeR

W zadaniach 394 i 395 zbadaj, dla jakich keR dziedzing funkcji
[ jest zbior R.

305, f y=———o .
\/ x?—kx+1
*396. Wykaz, ze dla dowolnychliczb a,, a,, ..., @, by, by, .. by prawdziwa
jest nierOWnos¢:
lab, +ayby +...+ab | </ @+ +..+at /b +bj+...+b].
U waga: Nierowno$¢ nazywa si¢ nierownoscia Schwarza.
397. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru a zbior wartosci
funkcji f(x)=ax?—(Qa—1)x+2a—1, gdzie xeR zawiera si¢
w przedziale {0; ©)?
W zadaniach 398 i 399 ustala warto$¢ logiczna zdania.

398. \/ A (ax*+2x+4>0).

394. f: y=./x*—kx+k.

aeR xeR
399. A\ V (x*—p*=px).
peR xeR
400. A={xeR: \ (2+tx+1>0)}, B={xeR: )\ (xs*+s+120)}.

teR seR

Wyznacz A\B.
401. Wyznacz zbiér ANB, jezeli A={xeR: |[x*—x|-2<0},
B= {xeR: V {P*+(x+1p+1 SO}}.
peR

402. Dla jakich wartosci rzeczywistych parametru k réwnanie
X% —2mx +2m—k =0 ma dwa rézne rozwiazania rzeczywiste dla

kazdej wartosci parametru meR?

403. Dane jest rownanie x2+(m+1)x+m?+k=0. Dla jakich keR
rownanie to dla kazdej liczby rzeczywistej m nie ma rozwigzan
rzeczywistych?
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404. Ktory z prostokatéw o obwodzie d ma najwigksze pole?

405. Dla jakich wartosci parametru aeR suma kwadratdéw rozwigzan
rzeczywistych rownania x? +ax +a—2=0 jest najmniejsza?

406. Obwod trdojkata rownoramiennego jest rowny 18 cm. Jakie
powinny by¢ dlugosci bokow tego trdjkata, aby objgtosé bryly
otrzymanej przez jego obroét dokota podstawy byla najwigksza?

407. Ktory z prostokatow wpisanych w trojkat rownoboczny o boku
dtugosci a ma najwigksze pole?

408. Okno jest figura wypukla ograniczona trzema bokami prostokata
i polokregiem, ktorego Srednica jest czwarty bok tego prostokata.
Jak nalezy dobra¢ wymiary okna, aby przy danym obwodzie 2p
przepuszczato jak najwicksza iloSC swiatla?

409. Ktory z prostokatow o obwodzie 12 cm ma najkrotsza przekatna?

410. Dla jakich wartosci parametru me R odwrotno$¢ sumy kwadratow
rozwiazan rzeczywistych rownania x*—mx+2m—5=0 jest
najwigksza?

411. Wykaz, ze jesli stosunek rozwigzan rzeczywistych rownania kwad-
ratowego ax?+bx +c=0 jest rowny 1:2, to 2b*=9ac.

412. Wykaz, ze jeSli wspolczynniki rzeczywiste a, b, ¢ réwnania
ax?+ bx + ¢ =0 spetniaja warunki 2b? =9ac i ac # 0, to takie réwnanie
ma dwa roine rozwiazania, ktorych stosunek jest rowny 1:2.

413. Udowodnij, ze jesli migdzy wspotczynnikami rzeczywistymi row-
nan x?+ px + ¢ =01 x2 + mx + n=02zachodzi zwigzek mp=2(n+ g),
to przynajmniej jedno z tych rownan ma rozwigzanie rzeczywiste.

414. Udowodnij, ze je$li rownania x2+px+g=0 i x*+mx+n=0
o wspolczynnikach rzeczywistych maja wspolne rozwiazanie rze-
czywiste, to (n—gq)? =(m—p)(np—mg).

415. Dla jakich rzeczywistych warto$ci parametru a funkcje
f(x)=x*+ax+11g(x)=x*+x+a maja wspolne miejsce zerowe?

416. Wiadomo, ze f(x)=ax*+bx+c i a, b, ¢ sa liczbami calkowitymi.
Woykaz, ze jesli dla kazdej liczby catkowitej k liczba f(k) jest
podzielna przez 5, to kazda z liczb a, b, ¢ jest podzielna przez 5.
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417.

418.

419,

420.

421.

422,

423.

424,

Wykaz, ze jesli wspolczynniki a, b, c funkcji kwadratowej
y=ax? +bx +c sa liczbami catkowitymi nieparzystymi, to nie ma
ona wymiernych miejsc zerowych.
Udowodnij, ze funkcja f(x)=ax?+ bx+ ¢ przyjmuje dla kazdego
catkowitego x wartosci catkowite wtedy i tylko wtedy, gdy 2a,
a+bic sa liczbami catkowitymi.

Do magazynu dostarczono tyle workéw cukru, jaka ma mas¢
cukier w kazdym worku. Po sprzedaniu 50 workoéw okazalo sig,
ze pozostala czes¢ o masie 975 kg. Ile kilogramow cukru dostar-
czono do magazynu?

Ksiazka kosztowala 9000 zi. Po dwukrotnej obnizce cen o ten
sam procent cena ksiazki wyniosta 5760 zi. Ile procent wynosita
kazda z obnizek?

Turysta przeszedt 105 km. Gdyby na pokonanie tej trasy prze-
znaczyt o dwa dni wigcej, to kazdego dnia mogiby pokonywac
o 6 km mniej. Tle kilometréw dziennie przechodzit turysta?

W roku 1845 na uroczystosci urodzin spytat ktos solenizanta ile
ma lat, na co solenizant odpowiedziat: ,,Gdy moj wiek sprzed 15
lat pomnoz¢ przez moj wiek za 15 lat, to otrzymam rok mojego
urodzenia”. Ile lat mial solenizant?

(Zadanie Bezouta). Kupiec kupil konia i po pewnym czasie
sprzedat go za 24 pistole tracac przy tym tyle procent, ile pistoli
kosztowal kon. Za ile pistoli kupiec kupit konia?

Z naczynia o pojemnosci 40 litrow napetnionego alkoholem
odlano pewna ilo$é alkoholu i dolano wody. Gdy znowu odlano
taka sama ilo§¢ mieszaniny i dopelniono naczynie woda, w na-
czyniu pozostalo 10 litréw alkoholu. Ile litréw cieczy odlano za
kazdym razem?

§ 5. Wielomiany. Rownania i nier6wnosci

425. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametréow a i b rowne sa
wielomiany W(x) i G(x)- H(x), gdy:
a) Wx)=x*+4x>—8x—4, G(x)=x2—2, H(x)=x2+ax+b.
b) W(x)=x3+5x2+4, G(x)=x—2, H(x)=x2+ax+b?

426. Dla jakich a, beR wielomian W(x)=x*+ax>+bx?—8x+1 jest
kwadratem innego wielomianu?

427. Dla jakich rzeczywistych warto$ci wspotczynnikow a, b, ¢, d wielo-
mian W(x)=ax>+bx>+cx+d jest funkcja:
a) parzysta, b) nieparzysta?
W zadaniach 428—438 wykonaj dzielenie wiclomianow.
428. (x*+4x%+x—6):(x+3).
429. (x*—x*—7x2+13x—6): (x> +2x—3).
430. (x7—3x3+2x*+ x3—4x2 4+ x—-2): (x] —x +2).
31, (x*—3x—2): (x—2).
432, (x°+3x8—x7—x2—3x+1):(x"—1).
433, (x> +2x2—1):(x+1).
434. (x3+32):(x+2).
435, (x3—ax?+2a%):(x+a).
436. [x*+(2a+1)x*—x*—(4a® + 1)x + 2a]) : (x> + x — 2a).
437. [x*—2ax*—ax?+2(a*+ )x—4a]: (x*—ax+2).
438. (x*—3ax+a’+1):(x+a+1).

439. Wyznacz wspolczynniki rzeczywiste a, b, ¢ wielomianu
W(x)=ax‘+bx3+c wiedzac, ze iloczyn reszt z dzielenia tego
wielomianu przez dwumiany x*+1 i x3+1 jest rowny
2(x—1)(x—35).
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440.

441.

442,

443.

444,

445,

446.

447.

448,

449.

450.

451.
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Dla jakich rzeczywistych wartosci parametrow a i b wielomian
W(x)=x3+ax?>—x+b jest podzielny przez trojmian x*—3x+5?
Dla jakich rzeczywistych wartosci parametréw a, b, ¢ wielomian
W(x)=x*—x3+ax*+bx+c jest podzielny przez wielomian
P(x)=x3—2x2—5x+6?

Wykaz, 7e jesli wielomian W(x)= x5 +ax*+bx? + ¢ jest podzielny
przez x*+x +1, to jest takze podzielny przez x*—x+1.

Wykaz, ze nie istnieje liczba rzeczywista a, dla ktorej wielomian

1 . .
W(x)= éxi“ + Exz +x+1 jest podzielny przez (x —a)?.

Oblicz sume¢ wspotczynnikow wielomianu
W(x)= 3(x2 —3x+ 3)1994_4(x3 +2x2 _4)1995'

Wykaz, ze suma wspolczynnikow wielomianu

W(x)=(9x7 4+ 8x* — 5)" —(x® — 4x® + 8)" jest podzielna przez 7 dla
kazdego naturalnego n.

Sprawdz, czy istnieje taki wielomian W(x) stopnia trzeciego
o wspolczynnikach catkowitych, ze W(2)=3 1 W(—2)=2.

Wykaz, ze jesli W(26)=8 i W(29)=15, to co najmniej jeden ze
wspolczynnikow wielomianu W(x) nie jest liczba catkowita.

Wykaz, ze jesli W(x) jest wielomianem stopnia trzeciego o wspol-
czynnikach catkowitych takim, ze W(7)=61 W(k)=11 gdzie ke C,
to k=2 lub k=6, lub k=8, lub k=12,

Dla jakich catkowitych wartosci wspolczynnikéw a, b liczba
1++/3 jest pierwiastkiem wielomianu W(x)=3x?+ax2 4 bx+12?
Wykaz, ze wielomian W(x)=ax> —bx?—cx +d, w ktérym wspol-
czynniki a, b, ¢, d sa kolejnymi liczbami naturalnymi, ma trzy
pierwiastki rzeczywiste, w tym co najmniej jeden pierwiastek
calkowity oraz oblicz, dla jakich wartosci wspotczynnikéw a, b,
¢, d suma tych pierwiastkOw jest najwigksza.

Dany jest wielomian W(x)=ax>+ bx* + cx +d o wspolczynnikach
catkowitych a, b, ¢, d. Wykaz, ze jesli W(0) i W(1) sa liczbami
calkowitymi nieparzystymi, to wielomian W(x) nie ma pierwiast-
kow calkowitych.

452.

453.

454,

455.

456.

*457.

458.

459.

460.

461.

462.

Wykaz, ze jesli wielomian W(x) rozny od wielomianu zerowego
spenia dla kazdego rzeczywistego x warunek

W(x)- W(x+2)=W(x*+x+2), to nic ma on pierwiastkow rze-
czywistych.

Wykaz, ze jeSli wspdiczynniki a, b, ¢, d wielomianu
W(x)=x*+ax®+bx? + cx +d sa liczbami catkowitymi nieparzy-
stymi, to wielomian ten nie ma pierwiastkow catkowitych.

Wykaz, ze jesli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajag warunki ¢>0
i b*+4c<dac, to wielomian W(x)=x*+2x3+ax?+bx+c nie
ma pierwiastkow rzeczywistych.

Wyznacz reszt¢ z dzielenia wielomianu W(x)=x2°°!4+1 przez
dwumian x2—1.

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian
x*+x3—x—1 jest wielomianem x> +x2+ x + 1. Wyznacz reszte
z dzielenia wielomianu W(x) przez x2—1.

Wykaz, ze reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian
x—a jest rtOwna W(a).
Uwaga: Twierdzenie nazywa si¢ twierdzeniem o reszcie.

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru k reszta z dzielenia
wielomianu W(x)=k*x2°—6x'°—3k przez dwumian x—1 jest
rowna 4?

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a reszta z dzielenia
wielomianu W(x)=x*+2x>—ax? —a%x+ 5 przez dwumian x +2
jest mniejsza od 11?

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian x3 —3x—2
jest trojmianem kwadratowym 3x?—4x+1. Wyznacz reszte

z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian !x—2.”~ e e W

¥
Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez trjmian kwadratowy
x2+ x—2jestrowna x + 1. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu
W(x) przez dwumian x + 2.

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x—1 jest rowna 3,
a reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x+1 jest rowna 1.
Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez (x — 1) (x +1).

37

= d



*463. Wykaz, ze¢ wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian
x—a wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a jest pierwiastkiem
wielomianu W(x).

Uwaga: Twierdzenie nazywa si¢ twierdzeniem Bezouta.

464. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a wielomian
W(x)=x*—(a*—3)x*+8 jest podzielny przez dwumian x —2?

465. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a wielomian
W(x)=a?x3° +4x3°—5a jest podzielny przez dwumian x + 1?

W zadaniach 466—468 znajdz rzeczywiste wartosci parametrow a,

b dla ktérych wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x).

466. W(x)=x*—x3—4x*+ax+b, P(x)=(x+2)x—3).

467. W(x)=x*+ax?>—3x+b, P(x)=x>+x—2.

468. W(x)=x3—(a+b)x*—(a—b)x+3, P(x)=x*—4x+3.

469. Wykaz, ze dla kazdego naturalnego n wielomian
W(x)=(x—2)>"+(x—1)"—1
jest podzielny przez tréjmian kwadratowy x?—3x+2.

470. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru p wielomian
W(x)=x>~px+p—1 ma trzy pierwiastki rzeczywiste?

471. Wykaz, ze jezeli r jest pierwiastkiem catkowitym wielomianu
W(x) o wspdlczynnikach catkowitych, to r—1 jest dzielnikiem
W(1), a r+1 jest dzielnikiem W(—1).

472. Wykaz, ze jesli P(x) jest wielomianem o wspolczynnikach catkowi-
tych i wielomian Q(x)=P(x)+3 ma co najmniej cztery r6zne
pierwiastki catkowite, to wielomian P(x) nie ma pierwiastkow
catkowitych.

473. Wykaz, ze liczba 2 jest pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu
W(x)=x*+6x3—11x2 —60x + 100.

474. Dobierz liczby rzeczywiste p, q tak, by liczba 3 byla pierwiastkiem
dwukrotnym wiclomianu W(x)=x*—5x%+px +4.

475. Wykaz, 7ze jezeli wielomian W(x)=x*+ax+b ma podwojny
pierwiastek rzeczywisty, to 4a®+27b*=0.

*476. Wykaz, ze jezeli wiclomian o wspolczynnikach catkowitych ma
pierwiastek catkowity rozny od zera, to pierwiastek ten jest
dzielnikiem wyrazu wolnego w tym wielomianie.

38

W zadaniach 477 i 478 znajdz pierwiastki rzeczywiste wielomianu
W(x).

471. W(x)=x3+3x>—6x—38.

478. W(x)=x*—4x3+7x*>—8x +4.

*479. Wykaz, ze jezeli wielomian W(x) o wspotczynnikach catkowitych
ma pierwiastek wymierny, nieskracalny i rézny od zera, to licznik
tego pierwiastka jest dzielnikiem wyrazu wolnego, a mianownik
jest dzielnikiem wspolczynnika przy najwyzszej potedze zmiennej
niezaleznej w tym wielomianie.

W zadaniach 480 i 481 znajdZz pierwiastki rzeczywiste wielomianu

W(x).

480. W(x)=3x>—Tx2—x+1.

481. W(x)=9x*+9x3+5x2—4x—4.

482. Dla jakich catkowitych wartosci parametréw a i b wielomian
W(x)=x>+ax*+bx +2 ma trzy rozne pierwiastki wymierne?

W zadaniach 483—496 rozl6z podany wielomian na czynniki stopnia

co najwyzej drugiego.

483, x3—4x2—-3x+12. 490. x3—7x+6.

484, x3+3x2—x-3. 491, x3+2x*—-2x+3.

485, x*—2x3—x+2. 492, x*+x3+2x*+x+1.
486. x5—1. 493. x*—2./2x>+2x*—16.
487. x*+9. 494, x®+x*+1.

488. x8—1. 495. x*+x2+2x+6.

489. x°+1. 496. x*+x2++/2x+2.

497. Wykaz, ze dla kazdego calkowitego x wartos¢ wielomianu
W(x)= x> —5x3 +4x jest liczba podzielna przez 120.

498. Wykaz, ze dla kazdego catkowitego x wartos¢ wielomianu
1 1 1 . .
W(x)=—x*+-x>+—x2+-x jest liczba calkowita.
24 4 24 4

499. Wykaz, ze dla kazdego naturalnego n wielomian
W(x)=x3"*24+x+1 jest podzielny przez trojmian kwadratowy
x24+x+1.

500. Znajdz wszystkie liczby caltkowite x, dla ktorych wartos¢ wielo-
mianu W(x)=x*+4x3+6x2+4x+5 jest liczba pierwsza.
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501.

*502.

503.

504.

50S.

506.

507.

508.

509.

Udowodnij, ze wielomian W(x)=(x—a,)(x—a,)..(x—a,)—1,
gdzie a,, a,, ... ,a, sa parami réznymi liczbami catkowitymi, nie
da si¢ przedstawi¢c w postaci iloczynu dwoch wielomianow
o wspolczynnikach caltkowitych stopnia nizszego niz n.

Wykaz, ze liczby rzeczywiste x,, x,, x5 sa pierwiastkami wielo-
mianu W(x)=ax>+bx? + cx +d, gdzie a# 0, wtedy i tylko wtedy,

b . c .
gdy x;+X,+x3=—= 1 X;X;+X;X3+X,X3=- i
a a

d
X XpXy= —-.

a
Uwaga: Wzory nazywaja si¢ wzorami Viete’a dla wielomianu
stopnia trzeciego.
Dla jakich rzeczywistych warto$ci wspolczynnikow a, b, ¢ pier-
wiastkami wielomianu W(x)=x3—ax2+bx—c s3 liczby a, b, ¢?
Dla jakich a, be R wielomian W(x)=x>+ax+b ma trzy pier-
wiastki rzeczywiste x,, x,, x; takie, ze x, =x,=x;—3?
Wykaz, ze jezeli wielomian W(x)=ax?+bx?+cx+d ma trzy
rozne pierwiastki rzeczywiste, to b% > 3ac.
Wykaz, ze jezeli wielomian W(x)=x3+ax?+bx+c ma trzy
pierwiastki rzeczywiste x,, x,, x, takie, Ze Xx;:X,=X, X3,
to b3=ca’.
Wykaz, ze jezeli wielomian W(x)=x>+px+q, gdzie ¢#0, ma
trzy pierwiastki rzeczywiste, to p<0.

Wykaz, ze jezeli wielomian W(x)= x> + ax? + bx + ¢ ma trzy rézne
pierwiastki rzeczywiste, z ktorych jeden jest srednig arytmetyczna
pozostatych, to 27¢=9ab—2a3.

Wykaz, ze jezeli liczby rzeczywiste x,, x,, x; sa pierwiastkami
wielomianu W(x)=x>+px+q, to x2+x3+x}=—-2pi
x;+x3+x3=—3q.

W zadaniach 510—530 rozwiaz rOwnania.

510.
511.
512.
513.
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x3—2x2—9x+18=0.

X3 —/2x*—9x+3,/18=0.
x*—2x2—-15=0.
x*—2x2—-5x+6=0.

514. x> —-Tx*+16x—12=0.
515. x*+x%+6x—8=0.
516. 2x%—5x%+8x~3=0.

517.

518.

521.

522.

523.
524.

525.

526.
527.
528.

529.

530.
531.

532.

533.

534.

519, 2x* + 5=(5x + 2x|.
520. |x3—4x|=3x2

1
2x3+2x2+x+;=0.

x3 —4x%—|5x—20|=0.

5\4 3\4
<x-——> +<x—-> =1.

2 2
(6x+5)*(3x+2)(x+1)=6.
4./2x3 - 22x2 +17/2x— 6=0.
x*—(a+2)x++/a+1=0. gdzie a> —1.

1 .
(1+x+x2)2——%(1+x2+x“), gdzie |a|>2.
a—
x*—3ax3+3a®x+a*=0,
x*+(x+1)(5x* —6x—6)=0.
x*+3x3+4x2—13x—9=0.
x34+2/3x2+3x++/3=1=0.
x*—12x*+16,/2x—12=0.-

Udowodnij, ze nie istnieje liczba rzeczywista x spelniajaca row-
nanie x*+5x?—12x+9=0.

gdzie a>0.

Liczby —1 i 2 sa rozwiazaniami réwnania 2x*+mx?—x+n=0.
wyznacz trzecie rozwiazanie tego rownania.

Wiadomo, ze liczba 1 jest rozwigzaniem rownania
x3 + 2x% + m = x. Wyznacz najmniejsze rozwiazanie tego rownania.

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru m rOwnanie
m?x3 + m(m+ 6)x2 + (m+ 6)x =0 ma dokladnie jedno rozwiazanie
rzeczywiste?

W zadaniach 535 i 536 zbadaj, dla jakich rzeczywistych wartosci
parametru m rownanie ma dokladnie trzy rézne rozwiazania rzeczy-
wiste.

535.
536.

(m+1)x*=2x2+(m—1)x=0.
x*—(m+2)x2+m=0.
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537. Dla jakich rzeczywistych wartoéci parametru a roOwnanie
x*—(a+1)x*+4=0 ma cztery rdzne rozwiazania rzeczywiste?

538. Przeprowadz dyskusj¢ rownania x*—10x2+9=m z niewiadoma
x ze wzgledu na liczbe rozwigzan.

539. Przeprowadz dyskusje rownania x* + 4x3 —8x+a=0 z niewiado-
ma x ze wzgledu na liczbe rozwigzan.

540. Dla jakiego naturalnego n réwnanie x"*!+64=x"+64x ma
dokladnie:
a) dwa rozwiazania rzeczywiste,
b) trzy rozwiazania catkowite?

541. Wykaz, ze jezeli liczba rzeczywista r jest pierwiastkiem wielomianu
W(x), to jest rozwiazaniem réownania W[W(x)]=W(x) wtedy
i tylko wtedy, gdy wyrazem wolnym wielomianu W(x) jest
liczba 0.

542. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru p rownanie
x*—(p+1)x2+(p—3)x+3=0 ma trzy rozne rozwiazania rzeczy-
wiste, z ktorych jedno jest $rednig arytmetyczna pozostatych?

543. Znajdz wszystkie rzeczywiste rozwiazania rOwnania
3x3+2./3x2—21x + 6,/3=0 wiedzac, ze iloczyn dwéch z tych
rozwiazan jest rowny 1.

544. Znajdz rozwiazania rzeczywiste x,, x,, X, rownania
x3—6x2+px+q=0
z niewiadoma x wiedzac, Ze x,:x,:x;=1:2:3.

545. Wykaz, ze jesli liczby rzeczywiste a i b sa rozwiazaniami réwnania
x3—px+2=0, to liczba ab jest rozwiazaniem rdéwnania
x3+px*>—4=0.

546. Wykaz, ze jedli rownania x*+ax+b=0 i x3+cx+d=0 maja
wspolne niezerowe rozwiazanie rzeczywiste, to
(ad—bcka—c)*=(b—d)>.

547. Udowodnij, ze prawdziwa jest rowno$é \3/ \/ 542 —\3/ \/ 5-2=1.
W zadaniach 548—565 rozwiaz nierdwnosé.
548. x3>5x. 550. x*—4x>7x*-28.

549, x3—2x24+18>9x. 551. x3+2x2+18>9x.
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552. x*—2x2<3. 559. x3—3x2+27<9x.

553. x3+2x2—5x—6>0. 560. (x+5)(x2+6x+9)(x—2)>0.
554, x3<Tx+6. 561, (4—x2) (x2—6x+8) (x> —27) 0.
555. x3—x?—x<2. 562. (1—x%)(x2—3x+2)(9—x%<0.
556. (x*+8)(25—x2) <0, 563, x>~ 1 <x+x+1.

557. 2x*+3x3+3x<2. 564. |x>—1]<—2x2+x+1.

558. x*—x3—x2—x<2. 565. (2x*—3x—8)(2x2—3x—6)<3.

W zadaniach 566—569 rozwiaz ukiad nierownosci.

568. x>*+3>x*+3xix=x3.
569. 6<x3—5x2+4x+6<26.

566. x2>61 4x> x>
567. 6x>x31ix*<2.

W zadaniach 570—572 ustal dziedzing funkcji f.

1-—x?

570. f: y=+/4x—x°>— .
3—x?

571 f: y=+/x*—8x+

x¥—3x2—x+3

s =Xt
572. f: y=x oo

573. Wiedzac, ze f(x)=x2—3x—10 i g(x)=x?—4 ustal dziedzine fun-
keji y=1/f[g(x)].

574. Rozwiaz nierownosé¢ W[W(x)]>x%—x + 37 wiedzac, ze
W(x)=x*—x+1.

575. Wykaz, ze jesli W(x)=x2+x+ 1, to W[W(x)] > W(x) dla kazdego
x€R.

576. Rozwiaz nieréwnos¢ x* +x3—7x% +ax+b>0 wiedzac, ze liczby
1i —1 sa pierwiastkami wielomianu po lewej stronie nieréwnosci.

577. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a reszta z dzielenia
wielomianu W(x)=a®x° + 3a*x® — ax? + 5 przezdwumian x + 1 nie
przekracza liczby 2?
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578. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru g reszta z dzielenia
wielomianu W(x)=x*—x*—5ax?+ 5ax+6x —4 przez dwumian
x—a jest mniejsza od 2?

579. Wykaz, ze nierowno$¢ x®+x6—4x*+x*+1>0 jest prawdziwa
dla kazdej liczby rzeczywistej.

580. Wykaz, ze nierownos¢ x'®—x'!'+x®—x+ 1>0 jest prawdziwa
dla kazdej liczby rzeczywiste;. ' :
581. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru k nieréwnos¢

(x2+2)(x*—k)+2k+1>0 jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej?

20 :,’\,?;

§ 6. Funkcje wymierne.
Rownania i nierdwnoSci wymierne

W zadaniach 582 i 583 doprowadzZ do najprostszej postaci wyrazenie.
582. a—ﬂ+b : e b .
a+b a—b b+a a*>—-bp?

3 3¢ a’+ab+b? 2a+b 3
583. —+ . : —_
a—b a*-b3 a+b a’*+2ab+b* | a+b

W zadaniach 584—586 oblicz warto$¢ podanego wyrazenia wiedzac,

1 . . . .
ze x+-=a, gdzie a jest dana liczba rzeczywists.
X

1 1 1
584. x*+—, 585. x*+—, 586. x*+—.
X X X

587. Dobierz liczby rzeczywiste 4, B, C tak, by rownosé
x+3 A Bx+C

GHDEE+D) x+1 x4l

byla prawdziwa dla wszystkich x# —1.

588. Dana jest funkcja f(x)= _1_} gdzie xe R\{1}. Podaj wzor funk-
-
cyjny i dziedzing¢ funkc;ji:
a) y=f(f(x)). b) y=f(f(U(x)))-

W zadaniach 589—599 w prostokatnym ukladzie wspotrzednych na-
szkicuj wykres funkgji f.

. |x3_x2I 592. . =2x—5
589. f.y=x3_x2-x2. [y 3
41 —3x-2
590. f:y="__. 593. f: y= .
Iy |x%—1] Iy x+2
1
591, f: y="+2 504, 1 y=|*1].
_ o
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x¥—x?+5x

Ix—2f
59S. f: y= e
596. f: y=
1(x+2
597. f: y ——————'(” )

x3

(x=2)|x*—x2+5x|

2jx|—-3
3xj-2"

598. f: y=

1]—|x—1
599, f:y:l_)il__'.x_I.

W zadaniach 600—603 w prostokatnym ukladzie wspotrzednych na-
szkicuj zbior punktéw plaszczyzny, ktérych wspotrzedne x, y spetniaja

niero6wnos¢.
600. xy<1.

601. (x—3)(y+2)<1.

602.
603.

X+y<xy.
xy—2x+y<3.

W zadaniach 604—609 rozwigz roOwnanie.

604.

605.

4 1-2x

606~ 4373

x+2 2—x x*—4

1—4x?  1+2x

608.

x2—3x+4 x+2

x+2 x+3 2
607. — .
x=2 x— 3 x2—5x+6

5

+ -,

x+2 x2—3x+4 2
1 2 _ 6

+ = .
2_3x+3 x*—3x+4 x*-3x+4

610. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru m funkcja
y={(m—1)x?+(m—2)x+ 1 przyjmuje wartoé¢ najmniejsza réwna 1?

W zadaniach 611626 rozwiaz niero6wnosc.

Ix—1

x+2

2 1
612. x*>-.

X

611. <L

x2+4x+6
x+4

613.

3xt+x—4

x2—1

614.

x+2 x-2
615, —>—.
x+3 x-3

46

=3.

<2

616.

617.

618.

619.

620.

10x+8 5x—17
x+2 x=3

1 5
et e |
2—x 2+4x

15

44 3x—x?

>1.

x3—x*+2x+7
——x1L
x+8

4x3—3x2—4x+3

<L
2_3x+2

1 2 1-2x 2

2. —— — < . x4—5x+3

6 x+1 x?—x+1 x3+41 624. x2—1 <1
2x—3

622. |=—|>2. x2—|x|—12
x+1 625. ———~>2x.

oy x—3

623. |——|<L 2 2

x"—4 626. ——+ -

x+1  |x)—1 x-1'

W zadaniach 627—629 ustal dziedzing funkgji £,

6 1-3x

627. f:y= [5—x—-. 629. f. y=

628.

630.

631.

632.

633.

634.

63s.

636.

x 3x+1.

X*—Tx+12 x—2
f:y=\/2——.
x*—2x-3
.. . x6—-7x2—6
Wykaz, ze funkcja f(x)=———
x8+x%4-20

dla kazdego catkowitego x.

przyjmuje wartosci dodatnie

1
Udowodnij, ze nieréwnosé -

<3 jest prawdziwa dla
3 x*+x+1

kazdej liczby rzeczywistej.

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a nieréwnosé
xt+ax+9

-5< <4 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywiste;j?

x2+2x+3

Ktore sposréd liczb rzeczywistych sa mniejsze od swoich szes-
cianéw i wigksze od swoich odwrotnosci?

TR . 3x—2
Wyznacz, jesli istnieja, kresy zbioru A={xeR: z " ,23}.
x+

2x—3

A={xeR:x>+x+6>4x*}, B={xeR:

a) Wyznacz: AUB, AnB, A\B, B\A.
¢) Podaj ilustracje graficzne iloczynéw A x B i Bx A.

‘<2}

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru m punkt przeciecia
prostych o réwnaniach y=x+m i y=mx—4 nalezy do wykresu
funkcji y=2x—2?
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637.

638.

639.

640.

641.

642.

643.

645.

647.

Dla jakich wartoéci parametru me R\{—2} rozwiazaniem u_kladu
réwnan (2—m)x—my=41i2x+ y=m jest para liczb rzeczywistych
(x,y) takich, ze x>y +6?

Dla jakich wartosci parametru k rozwigzaniem uk?adu réwpan
2x—3ky=>5k i x+2y=>5 jest para (x, y) liczb rzeczywistych takich,
ze x>01 y<0?

Dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem ukladu réwnaﬁ
(m+1)x—my=4 i 3x—5y=m jest para (x,y) liczb rzeczywistych
takich, ze x—y<2?

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru m funkcja
y=(m—1)x>— \/ 3mx+m+ 1, gdzie x € R ma warto$¢ najmniejsza
mniejsza lub rowna 1?

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru k rév.vnanie '
(k+2)x>—4x—k+2=0 ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste
x, 1 x, takie, ze x, +x,>2?

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru k réwnanie ‘
(k—1)x?>+2kx—k—1=0 ma dwa roéine rozwigzania rzeczywiste
x, 1 x, takie, ze x;x,>1?

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru m rownanie
(m—5)x% —4mx + m—2=0ma dwa rozwigzania jednakowych zna-
kow?

. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru m rownanie

(m+2)x*—(3m+2)x+2m—1=0 ma dwa rozne rozwiazania rze-
czywiste dodatnie?

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru k polowa .najmniej-
szej wartosci funkcji f: y=x>—(k—1)x+k—1 jest wicksza od
odwrotnosci sumy miejsc zerowych tej funkcji?

. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru m suma odwrotnosci

rozwiazan réwnania 2x 4+ m(1 —x?)=2+2x? jest wigksza od 2?
Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a rc')wn?,nie _
(a—2)x*—2(a+3)x?+a—1=0 ma cztery rozne rozwigzania rze-
czywiste?

648. Mianownik pewnego nieskracalnego utamka, bedacego ilorazem
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dwéch liczb naturalnych, jest mniejszy o 1 od kwadratu licznika

649.

650.

651.

652.

653.

654.

655.

tego utamka. Jezeli licznik i mianownik ulamka powigkszymy o 2,

to otrzymamy liczb¢ wicksza od " a jesli licznik i mianownik tego

.. . .. 1
ulamka pomniejszymy o 3, to otrzymamy liczbe mniejsza od s Co

to za utamek?

Jeden zbiornik zawiera mieszaning spirytusu z woda w stosunku
2:3, drugi w stosunku 3:7. Ile litrow nalezy wzia¢ z kazdego
zbiornika, aby otrzymac 12 litr6w mieszaniny o stosunku spirytusu
do wody rownym 3:5?

Dane sa dwa stopy tych samych metali. W pierwszym stopie
stosunek metali jest rowny 1:2, w drugim 2:3. Ile kilograméw
kazdego z tych stopow nalezy wziaé, aby otrzymaé 10 kg stopu
zawierajgcego te metale w stosunku p? Dla jakich p zadanie ma
rozwiazanie? '

W jednym stopie stosunek miedzi do cynku jest réwny 1:2,
w drugim 2:3. W jakim stosunku nalezy przetopi¢ te stopy, aby
otrzymac stop trzeci, o stosunku miedzi do cynku réwnym 17:277

Dwoch robotniké6w moze wykonaé razem pewna pracg w 20 dni.
Jeden z nich pracujac oddzielnie potrzebuje na wykonanie tej
pracy o 30 dni mniej niz drugi. W ile dni moze wykonaé te prace
kazdy robotnik pracujac oddzielnie?

Dwa rézne automaty wykonujg razem pewna prace w 3 godziny.
Gdyby pierwszy automat pracowal sam przez jedna godzine,
a naste¢pnie drugi pracowat sam przez 6 godzin, to wykonatyby 75%
calej pracy. W ile godzin kazdy automat moze wykonacé cata prace?

Koparka A moze wykona¢ pewna pracg w czasie o 5 dni krétszym
niz koparka B. Obie koparki pracujac jednoczesnie moga wykonaé
te pracg w 6 dni. Po dwoch dniach wspolnej pracy koparka
A zostala wycofana. Ile dni po wycofaniu koparki A musi pracowaé
koparka B, aby dokonczy¢ prace?

Zbiornik mozna napetni¢ z pomoca jednego kranu o 2 godziny
dluzej, a z pomoca drugiego o 4,5 godziny dhuzej niz przy uzyciu
obu kran6w jednoczesnie. W jakim czasie mozna napetnié zbiornik
z pomoca kazdego kranu oddzielnie?
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656.

657.

658.

659.

Droga ma dlugo$¢ 36 km. Jeden rowerzysta przebywa ja w czasie
o 15 minut krotszym niz drugi, ktory jedzie o 2km/h wolniej.
Oblicz predkosci rowerzystow.

Pociag byl zatrzymany pod semaforem przez 16 minut i nadrobit
opoznienie na drodze 80 km, jadac z predkoscia o 10 km/h wigksza
od zaplanowanej. Jaka byla planowana predkos¢ pociagu?

Na drodze 36 metréw przednie kolo ciagnika wykonalo o 6 ob-
rotéw wiecej niz tylne. Gdyby obwod kazdego kola zwiekszy¢
o 1 metr, to na tej samej drodze przednie kolo wykonaloby
o 3 obroty wiecej niz tylne. Oblicz $rednice kot ciagnika.

Po okregu o dlugosci 54 cm poruszaja si¢ ruchem jednostajnym
w tym samym kierunku dwa punkty, spotykajac sie co 9 sekund.
Oblicz predkos¢ kazdego z nich wiedzac, Ze jeden obiega okrag
w czasie o 12 sekund krotszym niz drugi.

. Samochod przebyt droge od A do B z predkoscia v, =40 km/h,

az powrotem z predkoscia v, = 30 km/h. Jaka jest $rednia predkos¢
samochodu w obie strony?

§ 7. Indukcja matematyczna

W zad?.niach 661—686 wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n praw-
dziwa jest rOWnosc.

661

662.
663.
664.

665.
666.
667.

668.

669.

670.

671.

672,

673,

14+3+45+...+@2n—1)=n2
=n(n+1)

2
+@n—3)=n(2n-1).

+(3n—2)="(3';"”.

142+3+..+n

1+5+4+9+..

1+447+..

4+104+16+..+(6n—2)=n(3n+1).
1-243—-4+..+(2n—-1)—2n=—n.

1-449—-16+..+(2n—1)>—(2n)?= —n(2n+1).
n(n+l)_n(n+1)(n+2)
> .

1+34+6+..+

1442 7+..+n@n+)=n(n+1)>~

1-2+2-3+...+n(n+1)=§n(n+1)(n+2).

1~2-3+2-3-4+...+n(n+1)(n+2)=41n(n+1)(n+2)(n+3).

1
12+22+...+n2=gn(n+ 1)(2n+1).

12+32+...+(2n—1)2=§n(2n—1)(2n+1).
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674.

675.

676.

677.

678.

679.

680.

681.

682.

683.

684,

685.

*686.

687.

52

n(n+1)(n+2)(3n+5)

1:2242-32+ .. +n(n+1)*= >

1
1224 3 (= D= (- I

5n+l l
1+5'+5%2+..+5"=

134234, +n3= ["("+1)]

1 1 n—1
+ =—.
(n—1)n n
1 n
+ =
2n—1)2n+1)
1 1 1 n
+ = .
(3n—-2)(3n+1) 3n+t

n+1

1 n
+ =
4n—3)(4n+1)
1 1 1 n
+ = .
(Bn—-1)(3n+2) 2(3n+2)

dn+1’

1 1 1 n
Ji(ﬁ+1)+(ﬁ+1)(ﬁ+z)+ BV TS T8

n+2
2 22 2n—1'

() (=

a—b'=(@-b)(@ '+a" " *b+..+ab""2+b""1), gdzie a, b s3
dowolnie ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

n+2
2n+1)

Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n prawdziws
jest rownos¢:

m+l m+3 m+7 m+2—1  (m—1)(2"—1)
+ wt = +n
2 4 8 > >

688. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest rownos¢:
1 1 1 1

11
-4t m—=—t
2 3 4 2 n+l

1
+..+—.
n+2 2n

689. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x# 1 i dla kazdej liczby

naturalnej n prawdziwa jest rownosé:
x—(n+1)x" ! $nxnt?
(1—x)?
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x # + 1 i dla kazdej liczby

naturalnej n prawdziwa jest rownos¢.

1 2 4 » 1
4+t =

x+2x24+3x3+ ..+ nx"=

690.

2n+1

1+x

a ox—1 a+1

1+x*
14x2 1—x?

1+x?

691. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1 liczba

10" —4 jest podzielna przez 12.

W zadaniach 692—695 wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n praw-
dziwe jest zdanie.

692.
693.
694.
695.
696.

Liczba 7" —1 jest podzielna przez 6.
Liczba 5"—1 jest podzielna przez 4.
Liczba 34"~ 241 jest podzelna przez 10.
Liczba 52"~ ! 4 3 jest podzielna przez 8.

Wykaz, ze dla kazdej parzystej liczby naturalnej m, liczba 13™+6
jest podzielna przez 7.

W zadaniach 697—712 wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n praw-
dziwe jest zdanie.

697. Liczba 2"*2+32"*! jest podzielna przez 7.

698. Liczba 34" "% 452" ! jest podzielna przez 14.

699. Liczba 26"*! +9"*! jest podzielna przez 11.

700. Liczba 11"*24122"*! jest podzielna przez 133.

701. Liczba 62""2+3"*1 43"~ ! jest podzielna przez 11.
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702.
703.
704.
705.
706.
707.
708.
709.
710.
711.

712.
713.

714,

715.

716.

717.

718.

719.

720.

721.

54

Liczba 62"+ 10- 3" jest podzielna przez 66.

Liczba 33"~ 1 +5-23"~2 jest podzielna przez 19.

Liczba 10%"*1—3(—1)" jest podzielna przez 7.

Liczba 102" —(—1)" jest podzielna przez 101.

Liczba 103"*! —10(—1)" jest podzielna przez 143.
Liczba 10" +4"—2 jest podzielna przez 6.

Liczba 4"+ 15n—1 jest podzielna przez 9.

Liczba 32"*! +40n— 67 jest podzielna przez 64.

Liczba 2"*2- 3"+ 5n—4 jest podzielna przez 25.

Liczba 52n~1.2n*14 3#+1.22"~1 jest podzielna przez 38.

Liczba n®+ 5n jest podzielna przez 6.

Wykaz, ze dla kazdej parzystej liczby naturalnej m, liczba m>® + 20m
jest podzielna przez 48.

Wykaz, ze suma szescianéw trzech kolejnych liczb naturalnych
jest podzielna przez 9.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 5"*1 423"+ 1 jest¢
podzielna przez 8.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 4"(3n—1)+1 jest
podzielna przez 9.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wielomian ,
W(x)=x"*2+(x+1)*"*! jest podzielny przez tréjmian kwadrato-
wy x2+x+1.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wielomian
W(x)=nx"*'—(n+1)x"+1 jest podzielny przez (x —1)%.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba zapisana w ukladzie

dziesiatkowym za pomoca 3" jedynek jest podzielna przez 3".

Wrykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 2 prawdziwa
jest nierowno$¢ 2">2n+1.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n rownej 1 lub wigkszej
od 4 prawdziwa jest nierdwnosé 2" >n?,

722

723.

724.

725.

726.

727.

728.

729.

730.

731.

*732.

*733.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1 prawdziwa
jest nierdwno$é 3">n? +4.
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierow-

f n(n+1)
nos$é n3> 5

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 3 prawdziwa
jest nierownos$¢ (n+1)2" < 3",
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n rownej 1 lub wigkszej
od 9 prawdziwa jest nierowno$¢ 2" > n3,
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 6 prawdziwa
. ., g, 11 1 -
Jest nierownos¢ 1 +5+;+ +—<\/n.

n

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1 prawdziwa

bt >

\/I \/5 - .

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréw-
1

3n+1

jest nier6wnos¢

.o 1 1
nos¢c —+—+ >1.

n+l n+42
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1 prawdziwa
. ., ,, 1 1 13
Jest nierownos¢ —+-—-+ —>—,
n+l n+2 2n 24
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierow-
., 1 1 1 1
no$¢ 1+ —+—+..+—-<2—-.
22 32 n? n
Wykaz, ze jesli iloczyn liczb rzeczywistych dodatnich x, x,,....x,,
gdzie n>1, jest réwny 1, to x, +x, +..+x,>n.

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a,,
a,, .. ,a, i kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1 prawdziwa
a+a,+..+a,

a,<
" n

jest nierdwnosé 2/ a; a,- ...
Wykaz, ze dla kazdego rzeczywistego x> —1 i dla kazdej liczby
naturalnej n prawdziwa jest niero6wnosé (1+x)">1+nx.

U waga: Nierownos¢ nazywa si¢ nierownoscia Bernoulliego.
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734. Wykaz, ze dla kazdego rzeczywistego x>0 i dla kazdej liczby
naturalnej n prawdziwa jest niero6wnosc¢

(1+xy=1 +nx+%n(n— 1)x2.
735. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych ai b oraz

kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnos¢
(a+b)"<2"(a"+b".

736. Wykaz, ze dla wszystkich liczb naturalnych k, n takich, ze k<n

n 2

. . . ., k 1\" k k2
prawdziwa jest nierOwnos¢ 1+-< ( 1 +—) <l4+-+
n n n

§ 8. Ciagi liczbowe

5n+26
737. lle wyrazow ciagu (a,):a,= 2n+

jest wiekszych od 4?

n—1

; . n
738. Ile wyrazow ciagu (a,):a,=
n+2

nie jest wigkszych od 5?

o= 19 naleza do przedziatu (—1; 2)?

739. Ktore wyrazy ciggu (a,):a,=

n+
On—31
2n+1

1 Y Iy
740. Ktore wyrazy ciagu (a,): a,= spetniaja nierownos¢ |a,| <2?

1999..9 .. . . .
741. Wykaz, ze ciag (a,,):a,,=9§:’;9§, gdzie w liczniku i mianowniku

jest n dziewiatek, jest ciagiem stalym.

W zadaniach 742—751 zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a,).

2ll

742, a, =27 745. 0, =2

n+l n+1

3n—-2 2
743. a,= . 746. a,=n*—Tn+3.

3—4n

2_ n+ 1 4n+ 1
4. a,="—. 747, 0, =2

3n—-2 344

4999..9 . . . .. . . ..
148. a,= , gdzie w liczniku i mianowniku jest n dziewiatek.

999..98
749. a,=1-2-..-'n.

750. a,= \/;

751, a,=(1+3>".
n
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752.

753.

754.

755.

756.

757.

758.

*759.

760.

761.

58

Wykaz, ze ciag o wyrazie ogbélnym a,= \/ n? +n—n jest ciggiem
rosnacym.

Jaki warunek powinny spetnia¢ liczby dodatnie q, b, c, d, aby

. an+b .
ciag u,=—— byl ciagiem rosnacym?
cn+d

1 1 1 1
Ciag (a,) jest okreslony wzorem: g,=—+——+... +—.
n+l n+2 2n—1 2n

Wykaz, ze:
a) ciag (a,) jest ciagiem rosnacym,

1
b) wszystkie wyrazy ciagu (a,) naleza do przedzialu (5;1>.

Wykaz, ze ciag (a,):a —\/k+«/k+ +\/E gdzie k>0 1 pier-

wiastek wystepuje n razy, jest ciagiem rosnacym, a jego wszystkie
wyrazy sa mniejsze od \/ k+1.

Ciag (a,) jest okre$lony rekurencyjnie: a,=0 i a,,,=a%—-2"
gdzie neN. Wykaz, ze dla kazdej liczby n>4 prawdziwa jest
nier6wnos¢ a, >2".

Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie: a,=1 1 a,,,=a,+8n.
Wykaz, ze a,=(2n—1)* dla kazdej liczby naturalnej n.

. . , . . 1. 1
Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie: a1=5 i an+1=a,,+;.

3 1 . .
Wykaz, ze a,,=5——; dla kazdej liczby naturalnej n.

Ciagiem Fibonacciego nazywamy ciag (a,) okreslony nastepuja-
co: a, —a2 =1ia,,,=a,,,+a, Udowodnij, ze

a, \/ [<1+\/ 5> ( ‘2\/ 5> ] dla kazdej liczby naturalnej n.
5

Udowodnij, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem Fibonacciego, to
a'zl_an—l TS =(_ l)n—l

Udowodnij, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem Fibonacciego, to
Api1 " Opea =0, 0yyy =(— l)n

762. Wyznacz, trzy poczatkowe wyrazy ciagu (a,), w ktorym

N\ S,=n?*+3n—2, gdzie S, jest suma n poczatkowych wyrazoéw
neN
ciagu.

. , 6n® .
763. Wyznacz sid6dmy wyraz ciagu (a,), w ktorym /\ S,,=-———:2, gdzie
n
neN

S, jest suma n poczatkowych wyrazoéw ciagu.

764. Suma n poczatkowych wyrazow ciagu (a,) okreslona jest wzorem

1
S,,=L. Wykaz, ze a,= .
n+1 n(n+1)

W zadaniach 765 i 766 zbadaj, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

765. a, =22, 766. 0, ———
2 n+1

767. Wykaz, ze jedli ciag (a,): a,=n*—5n+2, to ciag
(b,): b,=a,,,—a,+9 jest ciagiem arytmetycznym.

768. Udowodnij, ze jezeli ciagi (a,) i (b,) sa ciagami arytmetycznymi
ic,=a,b,orazd,=c,,,—c, to ciag (d,) jest ciagiem arytmetycz-
nym o réznicy roéwnej podwojonemu iloczynowi roznic ciggow

(a,) 1 (b,).

769. Suma n poczatkowych wyrazoéw ciagu (a,) okreslona jest wzorem
S,=2n%+3n. Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

\/2+x \/2

770. Dla jakich x, ciag < > jest ciagiem aryt-

o

metycznym?

771. Wiedzac, ze liczby x+y, x+2y+1, x*>+4y+3x sa trzema kolej-
nymi wyrazami ciagu arytmetycznego, zbadaj dla jakich xe€ R,
ciag ten jest ciagiem rosnacym.

1

772. Czy z ciagu <1, -,

1 . . , .
R > mozna wybra¢ nieskonczony ciag

arytmetyczny?
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713.

7174.

775.

776.

771.

778.

779.

780.

781.

782.

783.

784.

60

Udowodnij, ze jezelia+b#0ib+c#0ia+c+#0i ciag (a2, b?, ¢?)
1 1 1

jest ciagi tmet , to ci —, —, —— } jest rOwniez

jest ciagiem arytmetycznym, to ciag <b+c . a+b) j

ciggiem arytmetycznym.

Oblicz pole trojkata prostokatnego, ktorego przeciwprostokatna

ma dlugo$¢ 30 wiedzac, ze dlugosci jego bokow tworza ciag

arytmetyczny.

Oblicz obwod trojkata prostokatnego o polu 150 wiedzac, ze

dlugosci bokow tego trojkata tworza ciag arytmetyczny.

Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sa dlugosciami bokow trojkata, h dtugoscia

wysokosci opuszczonej na bok o dlugosci b, a r dlugoscia

promienia okregu wpisanego w ten trojkat oraz ciag (a,b.c) jest

ciagiem arytmetycznym, to h=73r.

Jednym z rozwiazan réwnania ax? + bx + ¢ =0 jest liczba — 3 oraz

ciag (a, b, c) jest ciagiem arytmetycznym o sumie wyrazow 24.

Znajdz drugie rozwiazanie tego rownania.

Trzy pierwiastki rzeczywiste wielomianu W(x) o wspolczynnikach

catkowitych tworza ciag arytmetyczny. Suma tych pierwiastkow

jestrowna 21, a iloczyn 315. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowite;j

nieparzystej wielomian ten przyjmuje wartos¢ podzielng przez 48.

Wykaz, ze jeéli ciag (a3b>,c?) jest ciagiem arytmetycznym i liczby

rzeczywiste a, b, ¢ sa rozne od zera, to

(@ +ab+b?) " 4+ (b2 +bc+c?) " '=2a’*+ac+cH)

Znajdz takie liczby rzeczywiste x;, X,, X3 X, X5 aby ciag

(=7, X5 X35 X3, X4, X5, 23) byl ciagiem arytmetycznym.

Czwarty wyraz ciggu arytmetycznego (a,) rowny jest 7, a wyraz

dziesigty 31. Wyznacz wyraz dwudziesty pierwszy tego ciagu.

Roéznica miedzy wyrazem siodmym i trzecim pewnego ciagu

arytmetycznego (a,) jest rowna 8, a ich suma 20. Wyznacz ten ciag.

Znajdz ciag arytmetyczny wiedzac, Zze suma jego trzech pierwszych

wyrazow jest rowna 15, a ich iloczyn 80.

Znajdz cigg arytmetyczny, w ktorym suma trzech poczatkowych

wyrazOw jest rowna 15, natomiast suma kwadratéw tych

wyrazow 93.

785.

786.

787.

788.

789.

790.

791.

792.

793.

794,

Wykai., ze jesli w ciagu arytmetycznym (a,) prawdziwe sa rownosci
a,=m1 a,=n, gdzie m#n, to réznica tego ciagu jest rowna —1.

Wykai,.ie w skoficzonym ciggu arytmetycznym suma wyrazow
k'-tego. liczac od poczatku ciagu i wyrazu k-tego liczac od korica
ciagu jest rOwna sumie wyrazow skrajnych tego ciagu.

Warto$¢ uzytkowa maszyny maleje co roku o t¢ sama kwote. Po
ilu latach maszyna traci warto$é uzytkowa catkowicie, jezeli
wiadomo, Ze jej warto$¢ po 25 latach bedzie trzy razy mniejsza
niz po 15 latach?

Udowodn.ij, ig jezeli a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi i ciag
(a, b, c, d) jest ciagiem arytmetycznym, to liczba abed +(b— a)* jest
kwadratem liczby catkowitej.

Udowodnij, ze jezeli drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest §rednia
geometryczna wyrazu pierwszego i czwartego, to wyraz szOsty jest
srednia geometryczng wyrazu czwartego i dziewiatego.

Wykaz, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa odpowiednio k-tym,
I-tym i m-tyg} wyrazem pewnego ciagu arytmetycznego, przy czym

k#lik#m, to 0=

1 k-m

a—c¢

Udowodnij, ze jezeli a,, a,, ...
ciagiem arytmetycznym, to

, a,€ R, iciag (a,, a,, ..., a,) jest

1 " 1 - 1 _ n—1
\/a1+\/a2 \/a2+\/a3 \/a,,_1+\/a,, \/Z+\/a_,,.
Wykaz, ze jezeli wszystkie wyrazy ciagu arytmetycznego (a,) sa
rézne od zera, to prawdziwa jest rownosé

1 1 1
+ +..+

a,a, a

n—1

a,a, n—l'an=a1'an-

Czy istnieja cztery rézne liczby catkowite tworzace ciag aryt-
metyczny taki, ze kwadrat najwickszej z nich jest rowny sumie
kwadratéw pozostatych?

Znajdz cztery rozne liczby catkowite tworzace ciag arytmetyczny
wiedzac, ze najwigksza z tych liczb jest rowna sumie kwadratow
liczb pozostatych.
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795.

796.

797.

798.

799.

801.

802.

803.

804.

805.

806.

807.

808.

62

Znajdz liczbe trzycyfrowa podzielna przez 45 wiedzac, e jej cyfry
tworza ciag arytmetyczny.

Wyrazy ciagu (a,) dla n>3 spetniaja warunek: ' .
a,.,—2a,+a,_,=1. Podaj wzor na a, w zaleznoici od a,, a, i n.
Znajdz wzor na n-ty wyraz ciagu (a,) wiedzayc, ?e a,=3, a,=5,
a, =10 i roznice miedzy sasiednimi wyrazami ciagu (a,) tworza
ciag arytmetyczny.

Udowodnij, ze liczby \/ 2,V 3i \/ 5 nie moga by¢ wyrazami tego
samego ciagu arytmetycznego.

Oblicz sume¢ wszystkich nieparzystych liczb naturalnych mniej-
szych od 200.

. Oblicz sume trzycyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 4.

Oblicz sume dwucyfrowych liczb naturalnych, ktore przy dzieleniu
przez 4 daja reszte 1.

Oblicz sume¢ dwucyfrowych liczb naturalnych, ktore nie sa po-
dzielne przez 3.

Piaty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 8, a jedenasty 32.
Oblicz sume 21 poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

. . 5. 65
O ciggu arytmetycznym (a,) wiadomo, ze: a; +a; =iy a,=.
Oblicz sume 17 poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Oblicz sume dwudziestu poczatkowych wyrazow ciagu .ary.tmety-
cznego (a,) wiedzac, ze suma wyrazu szOstego, dziewigtego,
dwunastego i pigtnastego jest rowna 20.

Tloczyn wyrazu trzeciego i sibdmego malejacego ciagu ar).'tmetycz-
nego (a,) jest rowny 28, a przy dzieleniu wyrazu drugn.ego tego
ciagu przez wyraz szosty otrzymujemy 3 i reszt¢ 2. Oblicz sume
13 poczatkowych wyrazow ciagu (a,).

W pewnym ciagu arytmetycznym o wyrazie pierwszym 1, suma
pieciu poczatkowych jego wyrazow stanowi 2_5% sumy pigciu
wyrazow nastepnych. Wyznacz roznice r tego ciagu.

Trzeci wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 8, a siodmy 20. Ile
poczatkowych wyrazOw nalezy zsumowac, by otrzymac 777

809.

810.

811.

812.

Znajdz 10-wyrazowy ciag arytmetyczny wiedzac, ze suma jego
wyrazOw o numerach parzystych jest rowna 25, a suma wyrazéw
pozostatych 15.

Znajdz liczby tworzace ciag arytmetyczny wiedzac, ze suma
pierwszych czterech wyrazow tego ciagu jest réwna 40, suma
ostatnich czterech 104, a suma wszystkich wyrazow 216.

Wyznacz wyraz pierwszy i roznicg ciagu arytmetycznego o wyrazie
piatym rownym 18 wiedzac, ze w tym ciaggu suma n poczatkowych
wyrazow stanowi 25% sumy 2n poczatkowych wyrazow.

Oblicz wartos$¢ liczbowa wyrazenia
1002 —99%+982—-972 4+ 962 —95% + .. + 42 —32 422 12,

W zadaniach 813—815 rozwiaz réwnanie z niewiadoma x.

813.
814.

815.

816.

817.

818.

819,

144+7+..4+x=145
O+ 1)+ (x+4)+(c+T)+ ... +(x +28) = 155.

x-1 x-=2 21
— 4. +-+-=3.

XV X X X
Miary stopniowe katow wewnetrznych n-kata wypuklego tworza
ciag arytmetyczny o roznicy 5°. Ustal, ile bokéw ma ten wielokat
wiedzac, ze jego najmniejszy kat wewnetrzny ma 120°.

Pan Sinus, zapalony turysta, wyruszyl w podréz krajoznawcza,
pokonujac kazdego dnia 40 kilometrow. Po 6 dniach wyruszyt
z tego samego miejsca, ta samga trasa jego przyjaciel Cosinus,
pokonujac pierwszego dnia 82 kilometry, a kazdego nastepnego
dnia o 4 kilometry mniej niz dnia poprzedniego. W ktérym dniu
i w jakiej odlegtosci od miejsca wyjazdu, pan Cosinus dogoni
przyjaciela?

W pewnej rodzinie ojciec — wielki mito$nik ksiazek — dawat
kazdemu ze swoich pieciu synéw w dzien ich urodzin poczawszy
od piatego roku zycia tyle ksiazek, ile dany syn miat lat. Tak sie
przy tym zlozylo, Ze liczby oznaczajace wiek synow tworzyly ciag
arytmetyczny o réznicy 3. Ile lat miat kazdy z synow, gdy ich
wspolna biblioteka liczyla 325 ksigzek?

Znajdz wszystkie ciagi kolejnych liczb naturalnych majace te
wlasnos¢, ze suma ich wyrazéw jest réwna 25.
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820. W pewnym ciagu arytmetycznym (a,) prawdziwa jest rownosé
S, =S,, gdzie m#n. Wykaz, ze §,,,,=0.

821. Udowodnij, Ze jezeli w ciagu arytmetycznym (a,) prawda jest, Ze
S,.:S,=m?:n? to a,:a,=(2m—1):(2n—1), gdzie
S,+a,+a,+..+a,iS,=a;+a,+..+a,

822. Wykaz, ze jesli w ciagu arytmetycznym (a,) prawda jest, ze

1 1 1+mn

a,=—1i a,=-1im#n, to Spy=——7,
m n 2

gdzie S,,=a, +a,+..+a,,

823. Wykaz, ze jezeli w ciagu arytmetycznym S,=n’p i S, =k?p, gdzie

peN in#k, to S,=p>

Wszystkie liczby naturalne ustawione w porzadku rosnacym

podzielono na grupy: (1), (2, 3), 4, 5, 6), (7, 8, 9, 10), ... Oblicz

sume liczb wystgpujacych w n-tej grupie.

825. Wykaz, ze jeéli S, S,,, S, 0znaczaja odpowiednio sume n, 2n, 3n
poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,), to
S3n = 3(S2n - Sn)’

826. W pewnym ciagu arytmetycznym suma 3n poczatkowych Wyrazow
jest rowna 90, a suma 2n poczatkowych wyrazoéw jest réwna 50
Oblicz sume¢ n poczatkowych wyrazéow tego ciagu.

827. Wykaz, ze jesli rownanie x*+px?+¢=0 ma cztery réine roz.
wiazania rzeczywiste tworzace ciag arytmetyczny, to 9p* =100g.

824

828. Dla jakich rzeczywistych warto$ci parametru k, réwnanie
x*—(3k+2)x%+k*=0 ma cztery rozne rozwiazania rzeczywiste
tworzace ciag arytmetyczny?

829. Dane sa ciagi arytmetyczne: (17, 21, 25, ..) oraz (16, 21, 26, ...)
Oblicz sume stu poczatkowych liczb wystepujacych rownoczesnie
w obu ciaggach.

830. Wykaz, 7e suma wszystkich liczb dowolnego wiersza tablicy

................

jest kwadratem liczby wyrazéw tego wiersza.

831. Udowodnij, ze suma wszystkich liczb tablicy

1 2 3 w N
2 3 4 n+1
n n+l n4+2 2n—.1

jest rowna n3,

832. Dana jest nastgpujaca tablica liczb naturalnych zwana tablica

Pitagorasa:

1 2 3 . n

2 4 6 .. 2n

3 6 9 .. 3n

n 2n 3n . 1.1é
Oblicz n wiedzac, ze suma wszystkich liczb tablicy jest réwna
36 100.

W zadaniach 833 i 834 zbadaj, czy ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym.

833. g,=5-2%"1, 834. a,=

n+2’

835. Dla jakich liczb rzeczywistych x ciag (\/ B+2, X, \/ _13—2) jest
ciagiem geometrycznym?

836. Przeds?aw liczb¢ 195 w postaci sumy trzech skladnikow tworza-
cych ciag geometryczny i takich, ze skladnik pierwszy bedzie
mniejszy o 120 od skladnika trzeciego.

837. Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych wyrazéw ciggu
geometrycznego, bedacych liczbami catkowitymi réznymi od zera,
jest podzielna przez sume tych wyrazow.

838. Wykaz, ze jesli dlugosci bokow trojkata tworza ciag geometryczny,
to dlugosci odpowiadajacych tym bokom wysokosci trojkata
tworza takze ciag geometryczny.

839. Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sa dlugosciami bokow trdjkata, a h dhugoscia
wysokosci tego trojkata opuszczonej na bok o diugosci a i ciag

(a, b, ¢, h) jest ciagiem geometrycznym, to trojkat ten jest trojkatem
prostokatnym.
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840.

841.

842.

843.

844.

845.

846.

847.

848.

849.

850.

66

Udowodnij, ze jesli a>b>c>0 i ciag (a.b.c) jest ciagiem gcorpet-
rycznym, to dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest
nieréownos$¢ a" +c¢" > 2b".

. , 1 B’ , .
Cienka bibulke o grubosci % mm skladamy na poi, znéw na pol,

jeszcze raz na pél itd. Przypusémy, ze nasza bibulke AozyliSmy
w mysli, bo w praktyce si¢ nie uda, 50 razy. Jaka bedzie grubos¢
ztozonej bibutki?

Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, to ciag
(b,) okreslony wzorem b,=5a,,,—2a, jest takze ciagiem geo-
metrycznym.

Liczby 18 i 162 sa odpowiednio trzecim i piatym wyrazem ciagu
geometrycznego. Oblicz drugi wyraz tego ciagu.

Wyznacz ciag geometryczny (a,) wiedzac, ze suma wyrazu pierw-
szego, trzeciego i piatego tego ciagu jest rowna 21, a réimca
pomiedzy wyrazem trzecim i pierwszym 3.

Suma pierwszego i trzeciego wyrazu ciagu geometrycznego jest
réwna 15, a suma kwadratoéw tych wyrazow 153. Znajdz iloraz
tego ciagu.

Migdzy liczby 3 i 375 wstaw liczby rzeczywiste x i y tak dobrane,
by ciag (3, x, y, 375) byt ciagiem geometrycznym.

Na trzech potkach ulozono 76 ksiazek. Okazalo sig, ze liczby
ksiazek znajdujacych si¢ na poszczegélnych potkach tworza ciag
geometryczny, przy czym najwigkszy wyraz tego ciagu jes!
0 4 mniejszy od sumy wyrazow pozostalych. Oblicz ile ksiazek
byto na kazdej polce.

Wykaz, ze jesli ciag (x, y, z) jest ciagiem geometrycznym, t¢
(x+y+z)(x—y+z)=x2+y*+22 N

Wykaz, ze jesli ciag (a, b, ¢, d) jest ciagiem geometrycznym, to
(a—c)?+(b—c)?+(b—d)Y’=(a—d)>

Wykaz, ze jesli ciag (a, b, ¢, d) jest ciagiem geometrycznym, to
(@*+b2 + ) (b?+c* +d?)=(ab+bc+cd)?.

851.

852.

853.

854.

855.

856.

857.

858.

859,

860.

Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 7 tworza ciag geometryczny
. .. . . 1 .
malejacy. Najwigksza z tych liczb jest o 335% wicksza od sumy

dwoch pozostatych. Znajdz te liczby.

Crztery liczby rzeczywiste tworza ciag geometryczny, w ktorym
suma wyrazo6w skrajnych jest rowna —21, a suma wyrazow
pozostatych 6. Znajdz te liczby.

Znajdz cztery liczby tworzace ciag geometryczny, w ktorym
pierwszy wyraz jest wigkszy od drugiego o 36, a trzeci od
czwartego o 4.

Wyznacz wszystkie ciagi geometryczne w ktorych kazdy wyraz
zaczynajac od trzeciego jest rowny sumie dwoch poprzednich.

Liczby x,, x, sa rozwiazaniami rownania x?—3x+ 4 =0, a liczby
X3, X, $a rozwiazaniami réwnania x2—12x+B=0. Oblicz
A i B wiedzac, ze liczby x,, x,, x5, X, tworza ciag geometryczny
rosnacy.

Wykaz, ze w skonficzonym ciagu geometrycznym iloczyn wyrazu
k-tego liczac od poczatku ciagu i wyrazu k-tego liczac od konca
ciagu jest rowny iloczynowi wyrazéw skrajnych tego ciagu.
1+/5

2 b
to kazdy wyraz tego ciagu oprocz wyrazu pierwszego i ostatniego
roéwny jest roznicy wyrazu nastgpujacego po nim i wyrazu go
poprzedzajacego.

Wykaz, ze jezeli ilorazem ciagu geometrycznego (a,) jest g =

Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajace rownanie
ax3+bx*+cx+d=0 wiedzac, ze a#0 i wspolczynniki a, b, c,
d tworza ciag geometryczny o ilorazie 3.

Oblicz pole powierzchni catkowitej prostopadloscianu o objetosci
27 i przekatnej dlugosci \/ 91 wiedzac, ze dtugosci trzech krawedzi
tego prostopadloscianu wychodzacych z tego samego wierzchotka
tworza ciag geometryczny.

Wrykaz, ze jezeli dlugosci bokow trojkata prostokatnego tworza
ciag geometryczny, to co najmniej dwie z tych dtugosci sg liczbami
niewymiernymi.
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861.

862.

863.

864.

865.

866.

867.

868.

869.

870.

68

Wyznacz wszystkie trzywyrazowe ciagi geometryczne w ktorych
wyraz pierwszy i iloraz sa liczbami naturalnymi, a suma wyrazow
jest rowna 91.

Wykaz, ze jesli dla ciagu geometrycznego (a,) o wyrazach dodatnich
prawdziwe sa rownoscia, , ,=Aia,_,,=B,gdziem<n,toa,=/ AB.

Wykaz, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b, ¢ rézne od zera s3
odpowiednio k-tym, l-tym i m-tym wyrazem pewnego ciagu

geometrycznego , to @' ~™ck ! =bF"m

Udowodnij, ze liczby 11, 12 i 13 nie moga by¢ wyrazami tego
samego ciagu geometrycznego.

Przy kopaniu studni placono za pierwszy metr glebokosci p zl, a za
kazdy metr nastgpny dwukrotnie wigcej niz za metr poprzedni. Jaka
byla gleboko$¢ studni, jezeli za jej wykopanie zaptacono 511p zi?

W pewnym ciagu geometrycznym (a,) prawdziwe sa rownosci:

a, +as=17ia,+ag= —34.Ile wyrazéw poczatkowych tego ciagu

nalezy zsumowac, aby otrzymac 43?

W ciagu geometrycznym (a,) suma wyrazow drugiego i szostego
jest rowna 34, a suma wyrazu trzeciego i siodmego jest rowna 68.
Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy zsumowac, aby
otrzymac nie mniej niz 63?

Pewien cigg geometryczny ma parzysta liczb¢ wyrazow, ktorych
suma jest trzy razy wigksza od sumy wyrazéw o numerach
nieparzystych. Wyznacz iloraz tego ciagu.

Wykaz, ze dzielac sume wszystkich wyrazow, n wyrazowego ciggu
geometrycznego (a,), przez sum¢ odwrotnosci tych wyrazow,
otrzymujemy iloraz rowny iloczynowi wyrazu pierwszego i ostat-
niego tego ciagu.

Wykaz, ze jezeli ciag (a,, a,, .. , a,) jest ciagiem geometrycznym

. . . @ —da)

o ilorazie q takim, ze |q| # 1, to a;a, +a,a3 +... +a,_,a,=—" 1 v,
q ——

871.

872.

873.

874.

875.

876.

877.

878.

879.

880.
881.

882,

Udowodnij, ze jezeli Sy, S,, .. , S, sa sumami n poczatkowych
wyrazow n ciagébw geometrycznych, w ktorych pierwsze wyrazy
sa réwne 1, a ilorazy odpowiednio rowne 1, 2, ..., n, to
S;+8,+28;4+35,+..+(n—1)S,=1"+2"+ .. +n"

Ciag (a,) okreslaja rekurencyjnie rownosci: a, =014, , - 3a,+1.
Znajdz i udowodnij wzor na dowolny wyraz tego ciagu.

Oblicz sum¢ n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) okreslonego
rekurencyjnie roOwnosciami: a, =11 a,,,=2a,+ 1.

Wykaz, ze jezeli suma 2n poczatkowych wyrazow ciagu geomet-
rycznego o wyrazie pierwszym a i ilorazie g # — 1 jest rowna sumie
n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego o wyrazie pier-
wszym b i ilorazie g%, to b=a+aq.

Wykaz, ze jezeli S,, S,, i S,, oznaczaja odpowiednio sumg¢ n, 2n
1 3n poczatkowych wyrazoéw ciagu geometrycznego (a,), to
Sn(SSn - SZn) = (S2n - Sn)z'

W rosnacym ciagu geometrycznym suma 3n poczatkowych wy-
razow jest rowna 14, a suma 2n poczatkowych wyrazow 6. Oblicz
sum¢ n poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Udowodnij, ze liczba 111...1-222..2 jest kwadratem liczby natu-

ralnej. 2Zn n

Udowodnij, ze liczba 444..4 888..89 jest kwadratem liczby na-
n+1 n
turalne;.

Oblicz sume 1+ 11+ 111+...+111...1.

———
n

Oblicz sume 1+2-2+3-224+4-23 45244 .. +100-2%.

Udowodnij, ze suma 30 poczatkowych wyrazéw ciagu
(3, 33, 333, ...) nalezy do przedziatu (10%°; 1039).

Wykaz, ze jesli ciag (ab, b, c?) jest ciagiem arytmetycznym, to
ciag (b, ¢, 2b—a) jest ciagiem geometrycznym.
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883.

884.

88s.

886.

887.

888.

889.

890.

891.
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Pomiedzy liczby —2 i 25 wstaw dwie liczby x, y takie, by ciag
(=2, x, y) byl ciagiem arytmetycznym, a ciag (x, y, 25) byl ciagiem
geometrycznym.

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru m ciag (x, y, z),
ktorego wyrazami sa liczby spelniajace uklad réwnan
x4+2y+z=2mix—4y—z=—8,i2x—y—z=m—38 jest ciagiem:
a) arytmetycznym,
b) geometrycznym?

Wykaz, ze jezeli ciag (a, x, b) jest ciagiem arytmetycznym, a ciag
(a, y, b) jest ciagiem geometrycznym i a, b sa liczbami rzeczywistymi
dodatnimi, to |y|<x.

W 11-wyrazowym ciggu arytmetycznym (a,) 0 Wyrazie pierwszym
24, wyrazy: pierwszy, piaty i jedenasty tworza ciag geometryczny.
Jaka jest roznica ciagu (a,)?

Podaj wzor na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego wiedzac, ze jego
wyrazem piatym jest 18, a wyraz pierwszy, trzeciitrzynasty tworza
ciag geometryczny.

Trzy liczby rzeczywiste, ktorych suma jest rowna 21, tworza ciag
arytmetyczny. Jezeli od pierwszej liczby odejmiemy 1, od drugiej
4, a od trzeciej 3, to otrzymane liczby utworza ciag geometryczny.
Znajdz te liczby.

Trzy liczby rzeczywiste, ktorych suma jest rowna 9, tworza ciag
geometryczny. Jezeli do drugiej liczby dodamy 12, od trzeciej
odejmiemy 3, a pierwsza zostawimy bez zmian, to otrzymamy ciag
arytmetyczny. Znajdz te liczby.

Znajdz trzy liczby rzeczywiste tworzace ciag geometryczny wie-
dzac, ze jesli do drugiej z tych liczb dodamy 8, to powstala trojka
liczb utworzy ciag arytmetyczny, a jesli do trzeciego wyrazu
powstalego ciagu arytmetycznego dodamy 64, to otrzymamy trzy
liczby tworzace ponownie ciag geometryczny. ’

Trzy liczby rzeczywiste, ktorych suma jest rowna 21, tworza ciag
geometryczny. Liczby te sa takze odpowiednio pierwszym, drugim
i czwartym wyrazem ciagu arytmetycznego. Znajdz te liczby.

892.

893.

894.

895.

896.

897.

898.

899.

900.

Cztery liczby tworza ciag geometryczny. Jezeli odejmiemy od
pierwszej 2, od drugiej 3, od trzeciej 91 od czwartej 25, to otrzymane
roznice utworza ciag arytmetyczny. Znajdz te liczby.

Z czterech liczb rzeczywistych trzy pierwsze tworza ciag geomet-
ryczny, a trzy ostatnie ciag arytmetyczny. Znajdz te liczby wiedzac,
ze suma pierwszej i ostatniej liczby jest rowna 14, a suma
pozostatych 12.

Trzy liczby rzeczywiste 16z1 1 zera tworza ciag arytmetyczny,
a kwadraty tych liczb zapisane w tym samym porzadku tworza
ciagg geometryczny. Wyznacz iloraz tego ciagu geometrycznego.

W ciagu geometrycznym (1, x, x?, .. , x*"), gdzie n jest liczba
naturalna, iloczyn wyrazow o numerach nieparzystych jest rowny
64, a iloczyn wyrazow pozostatych 32. Oblicz n i x.

Wykaz, ze jezeli ciag (a,, a5, as, ... , a,) jest ciagiem geometrycznym
o wyrazach dodatnich, to (a,-a,"a;".."a,)*=(a, -a,)".

Przyjmujac, ze dane sa a i n oblicz sume
S,=1+2a+3a*+4a*+..+na"" 1.

Wiedzac, ze ciag (a,, a,, a,, ... , a,) jest ciagiem geometrycznym
o ilorazie g i przyjmujac, ze dane sa a, i q,, oblicz sume
S,=a,+2a,+3a;+..+na,

Znajdz wszystkie ciagi, ktore s jednoczesnie ciagami arytmetycz-
nymi i geometrycznymi.

Wykaz, ze jesli dwa pierwsze wyrazy ciagu arytmetycznego
rosnacego (a,) sa dodatnie i rowne dwom pierwszym wyrazom
ciagu geometrycznego (b,), to a, <b, dla kazdej liczby naturalnej n> 1.



§ 9. Funkcja wykladnicza i logarytmicza. 920. Oblicz log,20 wiedzac, z¢ log2=a i log3=b.

Réwnania i nieréwnosci wykladnicze 921. Oblicz logs,168 wiedzac, ze log, 12=a i log,, 24=b.
. . 922. Udowodnij, Ze jezeli log,,3=a i log,,S=b, to
i logarytmiczne 10830 8=3—3a—3b.

1—r

923. Udowodnij, ze jezeli log,,3=r, to log122=%.

W zadaniach 901—905 narysuj wykres funkcji £ 924. Udowodnij, 7e jezeli log, 3=, to log, , 54= a;l.
a
1\

901. f: y=2*"243, 9. f: y=<£> -1 925. Udowodnij, Ze log, S jest liczba niewymierna.
902 [ y=—-2"+4. . o ..

x W zadaniach 926—928 wyznacz dziedzine funkdcii £,
903, f: y=2- 2 905. f: y=|1- 37 Wy ¢ funkaji
906. Wykaz, ze jesli 4*+47*=23 to 2*+27*=5 926. f: y=1ogx4i.

. » ..‘ _x
907. Oblicz drugi wyraz ciagu geometrycznego (4*t, 4*2,.) wiedzac, 7¢ o
x1+x2+...+x12=174ix5=10. 927. f;y:,/4x-—x2-—log3<x 2_ _2>
x—
C 3
908. Przy jakiej podstawie logarytm liczby 8 jest rowny E? 8. f \/;7—3 g, )
ty=_[2——+ X —x3).
W zadaniach 909—914 oblicz. Y 2 b
gé 929. Dla jakich wartosci parametru a dziedzing funkgji
909. logg™ - ‘ 912. log /. 8-log, 81. f: y=log[(2a+1)x*+3x—a] jest zbior liczb rzeczywistych?
910. log 5-log20+(log2)>. 913. log ﬁ3 ‘log, 49. 930. Udowodnij, ze funkgja f: y=xlog x—+§ jest funkcja parzysta.
x—
logZ 3+logs16
. . 4log 3—log 2. 914‘ . . R . .
1. 10-100 log 3-1oge 48 +log2 4 931. Udowodnij, ze funkcja f: y=Ilog <x+\/ 1 +x2) jest funkcja nie-
W zadaniach 915—918 wykaz rownos¢. parzysta.
lt)g\,/'—\/g i . . .
915, 2 5 =f/§_ W zadaniach 932—944 narysuj wykres funkgji /.
9 . = —_ . =
916. log, ,18-log,,54+ 5(log, ,18—log,,54)= 1. 32. f: y=log,(—x). 936. f: y=log, |x|.
917. 1-+log,7-log,5-log,4=log,12. 933, f: y=log, . 937. f: y=log, (2x).
X
918. logs2=1log,2-log,3-log4-log.S. _
086 834710845 10854 " 1086 3 934, f: y=log, (x+3) 938. f: y=2lo8: (9~

919. Oblicz log . +/b? wiedzac, 7e logp==. 935, f: y=[log,x]. 939, f: y=log, x*.
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2 2.4
040, f: y— 8 942. f: y—log, > 2.
flog,x| x—2
log, x* x—4
M1 [ y= .  y=
I1y o8, (=) 943. f: y log2x2_16|.

1
944. f: y=log;: (x—5>+10g2~/4x2—4x+ 1.
2

945. Oblicz log,, x wiedzac, ze log, x=2 i log, x=3, i log, x=6.

946. Udowodnij, ze jezeli a>0,b>0,b#1,¢c>0,c# 1, log,a=m, log.b=n,
n{m+1)

to log, (ab)=

n+1

947. Udowodnij, Ze jezeli a>0,a# 1, b>0, b#1 ab#1, x>0, to
1

1 1

+

log,x log,x

948. Udowodnij, Ze jezeli x>0, x# 1, a>0, b>0,a#1,ab#1, to
log, x
log,, x

949. Udowodnij, ze

log, N -log, N +log, N -log. N +log N -log,N =

log,,x=

=1+log,b.

log, N-log, N-log. N
log N
gdzie N>0, N#1,a>0,a#1,b>0,b#1,¢>0,c#1, abc#1.

950. Udowodnij, ze jezeli xe R\ {1}, to
(log,x) ™" +(logsx)~ T4 .. 4 (log 93 %) "' =(l0g,993%) 1.

951. Udowodnij, ze: log,2-log,3-...-log,, n=log,, 2 dla kazdej liczby

naturalnej n>3.
1

1-1
952, Udowodnij, e jezeli a, b, ceR\{l, 8 i b=8 >,
1 1

1—logge

. 1—loggb
ic=8 ' (o a=8

74

953. Udowodnij, ze jezeli ke R,\{1} i a, beR,, i a*+b*=Tab, to
b 1
logk% = 5(logka +log,b).

954, Udovyosinij, ze jezeli podstawe logarytmu i liczbe logarytmowana
podniesiemy do tej samej potegi roznej od zera, to warto$é logarytmu
nie ulegnie zmianie.

955. Udowodnij, ze (log,5)~* +(logg5) ™! <2.

956. Udowodnij, ze (log,n)~ ! +(log,2) ! >2.

957. Udowodnij, ze jezeli a>1i ¢>1, to 3log.a+log,c +log,.c>4.

958. Udowodnij, Ze jezeli a>1i b> 1, to log,b+log,a>2.

959. Udowodnij, 7 jezeli a, be(0; 1) i logya-log,b=1, to ab<-.
4

. . 1 .
960. Korzystajac z funkcji f: y=x+; porownaj liczby f(logs6) i f(logs4).

961. Udowodnij, 7¢ x>0, y>0, z>0, xyz=é, to
(log,x)* +(log,y)* +(log,z)* > 12.

962. Udowodnij, ze jezeli x,, x,, .. , x,€ R, i x;°X,",..'x,=a, i a#1, to
1
(log,x,)* +(logex,)’ +... +(log,x,)* >~
n

963. Udowodnij, ze jezeli ciag (a, b, c) jest ciagiem geometrycznym
ia, b, ceR,, to ciag (loga, logh, logc) jest ciagiem arytmetycznym.
964. Udowodnij, ze jezeli a, b, ce R,\ {1} i x€ R, i ciag
(log,x, log,x, log.x) jest ciagiem geometrycznym, to log,b=log,c.
965. Wiedzac, ze dla ciagu (x,) o wyrazach dodatnich prawdziwe sa warunki:
log,x,=—2 i dla n>2 log,x,~log,x,_,=—2, oblicz
X +Xx,+..+x,.
966. Udowodnij, ze jezeli x, k, m, ne R, \ {1}, to ciag
(log,x, log,x, log,x) jest ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy,
gdy n2=(km) ™"

967. Udowodnij, Ze funkcja f: d(x, y)=log, (1 +|x— y|) metryzuje zbior liczb
rzeczywistych.
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W zadaniach 968—990 rozwiaz rownanie z niewiadoma x.

-x x x—=1
968. 0,125-42x-3=(£> . 969. <4> (2—7> =2
8 9 8 3

970. 6*-8*=4-3%

971. 23x SPx 2

1
972, /2% 340125 =43/2.

973, 524+~ +25-004"28 xe N,
974. 2:22-23...-2*=38%"% xeN.
978, 22% 4 4% = §55+05

976, 23%- 552 =41,

977. 7**24+2-T"1=345.

978. 2:3**1-9.3*"1=6

983. 20-3*+2—8-5**1=43-5"1
984. 3:4*+2-9*=5-6"

98S. 2-4"—6*=9"

986. 3:4*—7-10"+2-25"=0.

4x+1

979. 3**1+9*=108.

980. 321 43+1=12.

081, 24x+1_42x 16~ 1=15.

982. 5"+ 53 *=30.
_5.3%+2

987. 2”7 =. /167 2.

988. 32—ﬁ=W +2.
w ({0

999, 2|X+1|__|2x+1_ l=2x+1+1

991. Wykaz, ze jedynym rozwigzaniem rownania 2*+43*+4*=
liczba 2.

992. Wykaz, ze jedynym rozwiazaniem rownania 3*+4*+5*=6" jest
liczba 3.

993, Znajdz liczbe catkowita p, dla ktorej rownanie 3**—4-3*+p=0 ma
dwa rozwigzania calkowite.

29 jest
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W zadaniach 994—1018 rozwiaz nieréwnoéé z niewiadomg x.
2 x2 2 x
o (3=(/3)
3 2
<l)x‘— Tx+8
995. | - <
2
1 1— 2
996. <> g
) H

997, 3V¥* g2

1004, 3**1_3*"1>94
1005. 7°*— 75" 1«6,
1006. 4*<2**14 3
1007, 325+5>3%+2, )
1008. 4-3*71 3" 4471,
1009. 4*+2**+1gg8* V
1010, 22*1>11-2%-5,~
1011. 4*—10-2""1 <24,
1012. 3-4*+2-9*<5-6™

B o=

998, —5<3* ¥ <1,

1 1
w3 V2o 2e 1013. .
999. 0,125-4 ‘<<4> . 13 oy
” 1 1014, 8% 45-25 3244+,
1000, (4 2)-*’; .
«/2% 1015. 4“"_*—4(%)‘”7’20.
3 1
1001, (057 -4*-2> 1 1 .
©5y 16 1016. 3x>©9.
_xs' \/3 6x—4 2 2x
1002. 3 9<<7 : 1017. +‘;> —6, gdzie 0<a<1.

1003, 2574 1018. 8*>6-9%1,

W zadaniach 1019—1054 rozwiaz rownanie z niewiadomg x.
1019. log,x +log,(2x—3)=1.

1020. log,(5—3x)—log,(x+1)=1.

1021. Jog,|3x—2|—log,|2x—3|=1

1022. log,(2+x)=2+1log (4 —x2).

1023- 1 2_1086x=i_
3 27

1024, 2]0&,1(x2—5x+ 10 _ 4

log(2x)
" logdx—15)

1026. log(logx)+log(logx?—1)=1.
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1027 > — -2
logx 1-—-logx
1028. x'°#*=100x. 1030. log, [log; (log,x)]=0.

! 0g,10
1029. log, [2log, (1 +log,x)]=—. 1031, %2810 = 10x.

1
1032. log, (2* +49)=3 +log, (22x— ! _Z> .

1033. log,(9—2")=3~—x.

1034. x+log(l +2*)=xlog5 +logé.
1035, 2x'o8* +3x18* =35,

1036. /Slog, (—x)=log,/x>

1037. log, [log, (4*—6)]=1.

1038. log, (3*—1)-log; (3** 1 —3)=6.

1039. log,; ¢, x>+ logg\/;c =2.

1041. log, (x+12)-log, 2=1.
1042. log,x-log,x=log,2.
1043. log, (log;x?)—log, [log; (1—x)]=1.

Vx— I
1044. log?(4—x)="2 2 1048. log(—jc—+x>=1.

x-3

1045. log(x—4)-/x—14=/x—14,
2 x\3
1046. log, ;=1 log: } -

————=]2—x| 1050, xoe'* =
log,10-logx
1051, |x—10|-log, (x—3)=2x—20.

1052. log,x +log;x +log,x=1.

2
logzx |x|

1049. log2x+2— x’

10

109103,‘1 0o’

1053, xiorsr—2+logs=3 2L 1054, x*=(Tx)™

X
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1040. logloox——logx—i—l

W zadaniach 10551100 rozwiaz nierdwnoéé z niewiadoma x.

2
log |x|+4
1055 va—x+2

1056. logl (x2 - 8x) = -2
3

>0.

1057. log, )x—3| < —2.
ry
1058. log, (x*—2)>2.
2
1059. log, [log,(x*—5)]>0.
3
1060. logl (log,x)>1.
2

1061. log,[log, (x*—4)]>0.
Fl

x2—4
1062. log, 4 <log5—> <0.
' x+4
log *(x’ —5x+7)

1063. 3 <1,

1064. log, (x—1)+log, (x+2)<2.
1065. log; (2x — 1)+log, (x+2)>2.
1066. log, (7—2x)—log, (x4 2)>2.
1067. log, (5x—x?)—log, (x+ 1)< 1.
1068. log, (x*—5)—log, (x—1)<1.

1069. 2log, (2x — 3)~2>log, (x2 —4x).

1070. log(x2—9)>2 +log(4—x?),
1071. log2x>4.
1072, log} x<1.

1073. log x <6 +log,x.
2

1074. log} x+log, (2x)<1.
2

1075 4 !

logx 1-logx

>1.

1076. |3—log, x| <1.
2

x+2

1077. >1.

log,
F

x
log(x*—1)
log(x—1)

1079. 3, /logx +2log \ﬁsz.
X

1078.

1080. Slogx _ 310gx— 1 < 3logx+ 1__ 510gx~ 1.

1081. x84 X758 > 12,

1082. log,, _,x<1.
1083. log,, (2—5x)>0.
1084. log, (1—6x?)>1.

108S. log 2""1>1_

—
x—1

1086. logxz (x+2)<1.

1087. log, (v/x—1)<1.

1088. log,, (x>—5x+6)> 1.
1089. log,_, (2x2—9x+4)>1.

1090. log /- (4***—16%)> —8x.
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2 2 1
1091. logz<4" A4 x +4"“—5>>0-
3

1092. log(9*+ 1)< 1 —log3 +xlog3.
1093. |1 +log,4|<3.

1097. /2 —logx>logx.
éx xz—x
1098. x* <<J§> i

1099. |x[* ~*2<1.

5
1094. log, (x+1)+log, ;2 ?5-

1095, x5 150,

X
1096. |x +logx| < |x|+|logx]. 1100. (x*+x+1F<1.
W zadaniach 1101—1116 wyznacz dziedzing funkgji f.

1101, f: y= [4= —17-2%+4.
X

1102. f: y=_[log,——.

3x*—1

1103. f: y=4/log,(x—1)—1.
2

1 2
=+ /3 —x%
107. /-y log(x®+2x+2)

1108. f: y=\ﬁog,(2x—1)—logl(5—3x).
3 3

1109. f: y=_[1—log?(3x).
3
,3 +log%x m

1110. f: y= Py 1111, f: y= 1

1112 f: y=logl|:1—-log1 <x2—5x+6>].
2 b
1113. f: y=/log, (3—x).

1114. f: y=Ilog, [2—log,(x*—3x+6)].
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1104. f: y=1/log, (4—x)+1.
1105. f: y=/logs(x—2)+ 1L
1106. f: y=x—+/logs |x—2}.

-2
1115. f: y=\/1—logx_3x—.
x—4

1116. f: y=log[19—log?(10x)—logx].

W zadaniach 1117—1123 rozwiaz uklad réwnan z niewiadomymy x, ¥.
117. 2242=12 i x+y=>5.
1118. 44+4=20 i 2**r=8§
1119, x+y=6 i p>+»-1-q
1120. logx+logy=2 i x*+y*=641.
1121. log, 8=y+1 1 x’=6—x.
1122, log(x*+y*)—1=logl3 i log(x+y)—log(x—y)=3log2.
x y
1123. 971-95—27-27x=0 i log(x—1)—log(l—y)=0.

1124. Wyznacz AnB jesli A={xeR: log,(1—x)<3}i
B={xe R:|x—2|<6}.

1125. Wyznacz A\B jesli A={xeR: \/ s*—xs+x<0} i
seR
B={xeR:|2—logx|<3.

1126. Wyznacz AB jesli A={xeR; (2x-1)2<2} i
B={xeR:log;x<log; 2—x)}.
2 2

1127. Wykaz, e dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosé
1

<L
24251

1128, Jaki warunck musza spetiaé liczby rzeczywiste a i b rome od zera,
aby wykresy funkcji y=a2*+bi y=b2"*+a mialy dokladnie jeden
punkt wspolny?

1129. Zbadaj, dla jakich wartoéci parametru a réwnanie
(4—\/1_5)"+(4+\/ 15)=a ma dwa rozne rozwiazania.

1130. Dla jakich rzeczywistych x ciag (1, log, (2*—1), log,(2*+3)) jest
ciagiem arytmetycznym? Wyznacz roznice tego ciagu.

§ — Zbiér zadas 81



1131. Dla jakich wartoéci parametru a rownanie
x?—(2°—1)x=3@4*"1—2""?) ma dwa rozwigzania rémych zna-
kow?

1132. Dla jakich wartosci parametru a nierdwnos¢
x2—20%2%_24%*31 1250 jest prawdziwa dla kazdej liczby rze-
czywistej?

1133. Dia jakich warto$ci parametru m iloczyn kwadratow rozwiazan
réownania (2™ — 1)x2 —(2"—1)x+5—2"*'=0 jest réwny sumie tych
rozwiazan?

1134. Dla jakich rzeczywistych x wartosci funkgji f: y=(2"+27)~" naleza
do przedziatu (-1; §>? :

1135. Wyznacz najwigksza liczbe x, dla ktorej prawdziwe jest rownanie

3\x-y 3w-x 7. . , .Y
(—) —<—> =— i nierownos¢ xy+y<9.
4 4 12

1136. Wyznacz wspdirzgdne punktéw wspolnych wykresow  funkeii

f:y=log,(x+14)i g: y=6—log, (x+2).

1137. Dla jakich wartosci parametru m wielomian
W(x)=x*log?m—3x3logm—6x>—2logm jest podzielny przez dwu-
mian x+1?

1138. Dia jakich wartosci parametru k réwnanie log (kx)=2log(x+1) m:
dokladnie jedno rozwiazanie?

log(mx)

log(x+1)

1139. Przeprowadz dyskusj¢ rownania 2 z parametrem m Z

wzgledu na liczbg rozwiazan.

1140. Dla jakich wartoci parametru a suma kwadratow wszystkic
rozwiazan rownania 2log, |x —1]—log,x=1 jest réwna 34?

1141. Liczby log, (x—4), log, (2x), log,x? sa kolejnymi wyrazami ciag
arytmetycznego. Wyznacz roznicg tego ciagu.

1142. Suma trzech pierwszych wyrazow ciagu geometrycznego rosnaceg
jest rowna 62, suma ich logarytméw dziesigtnych jest rowna .
Wyznacz iloraz i pierwszy wyraz tego ciagu.
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1143. Oblicz piaty wyraz ciagu arytmetycznego
(log,x,, log,x,, log,x;, ..) wiedzac, ze x, +x2+x3=£ i x3=1.
2

1144. Rozwiaz nierdwnos¢ log,(x*>—3x)>log(4x—x?) z niewiadoma
x wiedzac, ze liczba 33 nalezy do zbioru rozwigzan tej nie-
réwnosci.

W zadaniach 1145—1148 rozwiaz nieréwnos¢ z niewiadoma x wiedzac, ze

f(x)=logsx.

1145. f(x?)<2.

1146. f2(x)>4.

1147. flf(x)]>1.

1148. fA(x)—f(x)<2.

1149. Funkcije f'i g okreslone sa wzorami f(x)=x+x"! i
g(x)=log%(x2 —16). Dla jakich rzeczywistych x prawdziwa jest
nieréwno$¢ fTg(x)]1<g(5)?

1150. Dla jakich wartosci parametru a nieréwno$é x2>(x— I)log,a jest
prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywiste? 2
1151. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
( —210glm)x2+2x—log1m=0 ma dwa rozne rozwigzania?
2

2

1152. Dla jakich wartosci parametru a réwnanie

x*—(2+log,a) x+(1—log3a)=0 ma dwa roéme rozwiazani

a do-

datnie? °
1153. Dla jakich wartosci parametru a rownanie

log,x +log, (x —a)=log, (3x—4) ma dwa rozne rozwiazania?
1154, Dla jakich wartosci parametru a rownanie

(x—1)?>=2xloga+log?a nie ma rozwigzan rzeczywistych?

log(—x)+logt_
log(3—x) B
doktadnie jedno rozwiazanie? Podaj to rozwigzanie.

1155, Dla jakich wartoéci parametru ¢ réwnanie 2 ma
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1156. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x*+2x—log;m=0 ma
dwa rozwiazania rzeczywiste, ktorych suma odwrotnosci jest
mniejsza od 1?7

1157. Dla jakich wartosci parametru m suma kwadratow rozwigzaf
rownania xlogm=3x?+1 jest rowna 1?

1158. Dla jakich wartosci parametru @ rownanie
log, (x+ 3)—2 log,x = a ma rozwiazanie nalezace do przedziatu (3; 4)?
1159. Oblicz sume tych wszystkich liczb naturalnych n podzielnych przez
3, dla ktorych prawdziwa jest nierdwno$¢
log, (2n)+log, (4n)+logg (8n) < 14.

1160. Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem ukladu réwnard
xlogm+2y=1+logmi2x —4y=>5 jest para liczb rzeczywistych o tych
samych znakach?

W zadaniach 1161—1163 naszkicuj zbiér punktow plaszczyzny o wspol-
rzednych x, y dla ktorych prawdziwe jest rownanie.

1161. log%=logx-logy.

1162. logx +logy=log(x +y).
1163. 1+log,y=Ilog(xy).

W zadaniach 1164—1166 naszkicuj zbiér punktow plaszczyzny o wspok
rzednych x,y, dla ktorych prawdziwa jest nierownosc.

1164. log, (x+y)>1.
2

1165. log,_,(x+y)<1.
1166. log, (log,x)>0.

1167. Naszkicuj zbiér punktéw plaszczyzny o wspotrzednych x, y, dla
ktorych prawdziwy jest uklad nierownosci: 0<y<11i
log, (x*—2x)>1+1log,”.

§ 10. Funkcje trygonometryczne
i cyklometryczne. Rownania
i nierdwnosci trygonometryczne

W zadaniach 1168—1200 oblicz.
,'1168. sin25° +sin265°,

1169. sin(—n?").

1170. 2sin(— 510°)- cos(—780°) + tg( — 1°)- tg 89°.

1171, 3tgd1°-tgd3°- tgd5° - tgd7° - tgd9".

1172. 3—tg18°-tg288° +sin32° - sin148° —sin302° - sin122°.

1173.

Sin870° + cos (— 1050°) + tg(—405°)

Ji2-2

1174.

tg2870°
1175. log% sin135° —log, tg765°.

V3 c08(~510°)=+/25in (— 495%)

1176. logtg2°® +logtgd® +logctg2°® +log ctgd®.

1177. sin75°.

8. @ls. . .
WwL{ OIS

1179. cos27°-cos18°—sin27°-sin18°.

§in52° - cos 7° —cos 128° - cos97°

1180.

c0853°- 008 7° —c0s37°- c0s83°

5in20° - cos 10° 4 cos 160° - cos 100°

1181.

sin21°-c0s9° +cos 159° - cos99°

c0s70° - cos 10° + cos80° - cos 20°
0869° - c089° +c0s81°-c0s21°

1183. cos?105°—sin?105°.

1182.

1184. 8sin555°-sin255°.
Sin600°
sin?15°—cos?15°”

1185.

1186. cos?Z—cos? .

8 8
1187. tg215°—21tg?45° +tg*75°.
1188. tg15°+ctgls®.
1189. 8sin15°-sind5°-sin75°.
1190. cos36°-cos72°.

1191. 8co0s20°-cos40° - cos80°.
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1192. (sin10°) ™' —/3(cos10°) L.
1193. sin35° +sin25° —sin95°.
1—4sin10° sin70°

1197. cos 24° +cos 48° —cos 84° —cos 12°.

1198. tg9°+1tg 15°—tg27° +ctg 9° +ctg 15° —ctg 27°.
1199. /3 ctg20° —4 cos 20°.

1200. ctg 10°-ctg 50°- ctg 70°.

1195. tg9° —tg27° —tg63° + tg81°.
1196. cos36°—cos72°.

1194.

W zadaniach 1201—1243 sprawdz tozsamosc.
1201. sin“a+sin?o - cos?o+cos?a=1.

1202. sinSa + 3sin®a - cos?o+ cosba=1.

t, .

1203, —= — =sin%.

tgo+ctgo

cosa 1 6. Sin‘a—tg’x

1204. tgo+ =— 1206. tgla=——.

8 1+sine  cosa g cos’a—ctg’a

cose  l+sine 2 —sin%u— cos®
1205. + = o7, LoSnemole 2

14sine  cosa  cosx * 1—sinfa—cosSx 3

1208. 2(sin®x+ cos®x) + 1 =3 (sin®a + cos*a).

g +te8 tg_a—jg_ﬂ=2‘ - "y e
gx+p) tgla—p)

1210. sin?o+sin?B +2 sina - sinf - cos (a+ B)=sin’ (x+ f).
1211. cos(4x)+ 8sin’a-cos’a=1.

1212. 8cos*a=23+4cos(2u)+ cos (4a).

1213, [1+tgo-tg(20)] ' =cos(20).

1209.

2 (20)—4 cos?x+3 i
c08?( o —tga. 1216, 1+co(4cz)=sm;@1).

1214.
c0s? (2a) +4 cos?a— 1 ctgx—tga 2

1+sin(20)  1+1tga
cos{(20) - l—tga.

ctg(20)+1g2%) _

1215. .
1+ tg(2a)- tg(4e)

2 ctg (4a).
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1218. cos (4a)- tg(2)— sin (4a) =—=*

tg?a—1
. % 1—cosa 2tg-
H219. sin’, =——. #1222, sing=—>
o
1 —_
#1220, cos? =11 e
2
o
1—tg2~
1—
21 g = 1223, cosx=— 2.
Sina o
» l+tg25

1224, tg >+ ) +1g(2-%) =2
g(4 2 g4 2/ cosa’

sin*a — cos®a + cosa 2

oo Xy

2sina—sin(0)

2sina+sinQa) © 2

1227. _L+ctga=ctgg.
sina 2

*1228. sin (3a) =3 sinx —4sina.

*1229. cos(3x)=4cos3a— 3 cosa.

1230. 1+ cos (20) + cos (4a) + cos (6&) =4 cosa - cos (221) - cos (3a).

1231. sin (20) + sin (4)— sin (6a) = 4 sina: - sin 2a) - sin (3).
1232 sina+sin<a+2?n>+sin<a+i37-t)=0.

1

1233, 5in (250° + a)- cos (200° — &) — c05240° - cos (220° — 20)=
2

1234, sin (20) —sin (3a) + sin (4ay) _
c0s(2x)—cos (3a) +cos (4%)

tg (3.

1235, S0@2)=sinGo)+sin(5e)
1+ cosa— 2 sin (24)

= 2sine.
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*1236. sina-cosﬁ=§[sin(a+ﬁ)+sin(a—ﬁ)].
*1237. cosa-sinﬂ=§[sin(a+ﬂ)—sin(a—b’)].
*1238. cosa-cosf =§ [cos (e + B)+cos(ax— B)].

%1239, sing- sinf= —;[cos(a+ﬂ)——cos(a—ﬂ)].

1240. cos’o—sin?B=cos (x+ B)- cos(x— B).

1241. sin(oz—ﬂ)+sin(a——y)+sin(ﬁ_y)=4oos%’-sin“_;”.cos?'_

1242. sin? (o + B+7y +6)—sin? (x— B+ y— 8) =sin (2x +2y) - sin (28 + 29).

1243, tg(3o) —tg(20)—tga =tgo - tg(22) - tg (30).
1—cos(2a) .

1244. Sprawdz tozsamos$é tgZa=
1+cos(2a)

1245. Korzystajac z rownosci sin 36° =cos 54° i tozsamosci
cos (3¢) =4 cos3a— 3 cosa, oblicz sin18°.

W zadaniach 1246—1257 wykaz, ze prawdziwa jest rOwnosC.
2sin6° +sin12°
25in6° —sin12° -
1+sin8° —cos8°
1+sin8 +cos8"
1248. tg37°30' =/6+./3—/2~-2.

1249. sin70° —cos40° =sin 10°.

1246. ctg?3°.

el

1247. tgd°.

cos1°—cos3°
1250 =22 g2,
sin3°—sin1°
sin2° + sin4° +sin6° 4 sin 8°
1251. =1g5°.
c0s2° + cos4° + cos6° + cos8°

1252, 5in87° —sin59° —sin93° +sin61° =sin 1°.
1253. 5in47° +sin61° —sin11° —sin25° = cos 7°.
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i oblicz z jej pomoca tg 75°.

1254. cos?10° —cos?50° —cos270° =2 cos 50° - cos 70°.

] 2n
1255. sm—-+2cos7n-sm—= 1.

2n 4n 6n 1
1256. oos7+cos7+cos—= —-.

1257. logtg1°+logtg2° +..+logtg89° =
=logtg1°-logtg2°-.. - logtg89°.

1258. Wykaz, e jezeli tgo+ctga=2, to tg*a+ctgta=2.

1259. Wykaz, ze jezeli x=rsina-cosp i y=rsina-sinf i z=rcosa, to

xt+y2+z2=r2

1260. Wykaz, 3¢ jezeli 270° <o < 360°, to \/”sm“— \/I—Sim=2tga.

1—sina 1+ sina
1261. Wykaz, ze jezeli /\ sin"x+cos"x=1, to n=2.
xeR
1262. Wykaz, ze jezeli /\ asin(2x)+ bsin(3x)+csin(4x)=0,
xeR
to a=b=c=0.
1263. Wykaz, e jezeli tga+tgf+tgy =tga-tgf-tgy, to
a+p+y=k-180°, gdzie ke C.
1264. Wykaz, ze jezeli o+ f+7y=180° i cosa - cosf- cosy#0,
to tgo+tgf +tgy =tga-tgf- tgy.
1265. Wykaz, ze jezeli o+ f+7y=90° i sina-sinf-siny#0, to
ctga + ctgf +ctgy =ctga - ctgf - ctgy.

1266. Wykaz, ze jezeli cosa - cosp- cosy#0 i a+ﬂ+y=§, to
tga - tgf +tgf- tgy+tga-tgy=1.
1267. Wykaz, ze jezeli tga + tg (20) =tg (3a), to tga-tg(2a)- tg(32)=0.

1268. Wykaz, ze jezeli dla liczb rzeczywistych a, x, y, z prawdziwa jest

, ,, Sinx+siny+sinz  cosx +cosy+ cosz
rownosc = =

sin(x+y+2) cos(x+y+z)

to cos(y+z)+cos(x +2)+cos(x+y)=a.
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. I 1
1269. Wykaz, ze jezeli x, ye(O; 1}[) i tgx=;, i smy:\/—l_o, to x+2y=:—:.

sin(3x) cos(3x) _

T
s LIS _ 2
1270. Wykaz, ze jezeli x#kz, gdzie ke C, to —
1+sina++/1—sina

1271. Wykaz, ze jezeli 90° <a<180°, to

[+
=tg-.
Vv 14sina—+/1—sina 2
1272, Wykaz, ze jezeli ctga=3 i ctgf=7, to sin(4a)=cos (2f).
1273. Wykaz, ze jezeli sin™%a+cos ™ 2a+tg 2a+ctg 2a=7,

8
to sin2(2a)=§.

1274. Wykaz, ze jezeli 3sinf=sin(2a+f) i cosa#0 i cos(a+p)#0, to
tg(x+p)=2tgn

1275. Wykaz, ze jezeli xe Rine Ni sin%;éO, to

x sinx

1276. Wykaz, ze jezeli xe R i singaéO, to dla dowolnego n naturalnego

prawdziwa jest rOwnos¢
onx  (n+1)
sin — - sin 5

sinx +sin (2x) + ...+ sin (nx) =

gin—
2

1277. Wykaz, 7 jeseli tga-tgB=1, to sin(20)=sin(26).
. 3a
1278, Wykaz, 7 jezeli cosa=§, to 18sin>"-sin’ 7.

sin(100)+sin (49 —sin(62) _
1+ 08 (2a) —2 sin? (4a)
1280. Wykaz, ze jezeli tg x=2tgy, to sin(x+y)=23sin(x— y).

—24%.
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1281. Wykaz, ze jezeli sina+sinf=a i cosa+cosf=>b i a®+b*>0, to
sin @+ f)=—=

T 4b?
1282. Wykaz ze jezeli a+f+y=180°, to
7

sina+sin/3+siny=4cosg-cos§-cos5.

1283. Wykaz, ze jezeli a+p+y=180" i cosg-cosg-cosg#o, to
s e LY
sina +sinf +siny 2 72

1284. Wykaz 7e jezeli o+ f+7=180° to
sin?o +sin?B +sin?y =2 + 2 cosa.- cosf - cosy.

1285. Wykaz, 7 jezeli o+ B+y=180°, to
cos’a+cos2 B+ cos?y=1—2 cosx - cosf - cosy.

1286. Wykaz, ze jezeli xe R i sin’5‘¢o, to dia dowolnego naturalnego

n prawdziwa jest rownos¢

- (+3)1]
COS——COS n+
SinX 4§10 (2) + . + sin () =— 2

X
2sin—

1287. Wykaz, ze jezli xeR i sin x#0, to dla dowolnego naturalnego
n prawdziwa jest rownosé¢

008 X+ €08 (3x) + ...+ 008 [(2n— 1)x] =22
2sin x

1288. Oblicz cosa, tga, ctge, wiedzac, ze sina= —0,6 i 180° <a<270°.
1289. Oblicz sin, tga i ctga wiedzac, 3 coso= ——g i 90° << 180°.
1290. Oblicz sina, cosx i ctgx wiedzac, ze

tgn= —3 i 270° < < 360°.

1291, Oblicz 22¥ O o iedzac, e tgx=—7,

cosa— 3 sino
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1292. Oblicz tgx wiedzac, ze 3 sina=2(1 —cosa).
1293. Oblicz tgPu +ctg®a wiedzac, ze tgu+ctga=1/5.

1
1294, Oblicz sina - coso wiedzac, ze sina+oosa=§.
, ' .
1295. Oblicz tgx +ctga wiedzac, ze s1na+oosa=§.

. 1
1296. Oblicz sina—cosa wiedzac, ze sma+cos<x=§.

—

1297. Oblicz sin®x + cos3x wiedzac, ze sina+ cosa=-.

w

1
1298. Oblicz sin*ax +cos*x wiedzac, ze sinoc+cosoc=5.

1299. Oblicz sin (o +30°) wiedzac, ze cosa= ——é

1300. Oblicz tgx i tgf wiedzac, ze tga+tgf=3 i tg(x+p)=—3.

1 3
1301. Oblicz sin (x — ) w10dzac,zesmx=—é i smy=—1xye<§ 7")

1 1 1
1302. Oblicz tg(x+ f+7) wiedzac, ze tgoz=5, tgﬂ=g i tgy=§.
1303. Oblicz a+ B wiedzac, ze (1 +tga)(1 +tgh)=2.
1304. Suma trzech liczb rzeczywistych dodatnich x, y, z jest rowna
g. Oblicz ctgx-ctgz wiedzac, ze ciag (ctgx, ctgy, ctgz) jest ciagiem

arytmetycznym.
1305. Znajdz liczbe rzeczywista x wiedzac, ze 3*=tga i 3 *=tgf,

. n
1 a—ﬁ—g
1306. Oblicz sin (20), cos (22) wiedzac, 7e cosa= —0,8 i a=(§; n).

1307. Oblicz cos(2x) wiedzac, ze o392 _o

4sina + cosa
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2sin(2a)— 3cos(2a)
4sin(24) + Scos(24)

1308. Oblicz wiedzac, ze tgo =3

1309. Oblicz sina wiedzac, ze tg (2_45°)=_

1310. Oblicz tgg wiedzac, Ze sino+ cosa=0,2.
1311. Por6éwnaj liczby: tg 27° i cos 27°.

1312. Wykaz, ze nieréwnos¢ 4+ 4sinx >cos?x jest prawdziwa dla kazdej
liczby rzeczywiste;.

1313. Wykaz, ze dla kazdego x € R prawdziwa jest nierdéwnoéé

|sin®x + cos3x| < /sin*x + cos*x.

1314. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownosé
(sin®x + 2c0s%x) 1< 1.

1315. Wykaz, 22 A\ x*—dxcos(xy)+4>0.
xyeR

1316. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest
nieré6wnos$¢ sinZx + siny >sinx - siny +sinx +siny — 1.

1317. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnej liczby
rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnos¢ [sin (nx)| <n [sinx).

1318. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierow-

yy o . . 1
no$¢ sin3x - cosx —cos®x - sinx <-.
4

1319. Wykaz, ze nierownosé = <sinx 4 cosx <§ jest prawdziwa dla kazdej
liczby rzeczywistej.
1320. Wykaz, 2e jezeli 0° <o <90°, to sin3ax+cos?u<1.

1321. Wykaz, 7 jezeli OCE(O; g), to tga> sina.

1322. Wykaz, 7 jezeli xaékg, gdzie ke C, to tg?x+ctg?x>2.
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1323. Wykaz, ze jezeli cosa-cosf-cosy#0 1 a+ﬂ+y=7—;, to
tg2a+tg?p+tgiy=1.

1324. Wykaz, e jezeli 0<x<§, to ctg§>1+ctgx.

1325. Wykaz, ze jezeli ae(o, 77:) to tg(20)> 2 tgo.
1326. Wykaz, e jezeli xe Ri sinx#0 i cos#0, to sin~*x+cos "4x>8.

1327. Wykaz, 7e jeseli xe Ri x# k’—z‘, gdzie ke C, to
|tgx + ctgx] > [sinx + cosx].
1328. Wykas, 7e jezeli o, B, v€<0, 2)
to sin (o + B+ 7) <sino +sinf + siny.
W zadaniach 1329—1352 naszkicuj wykres funkcji f w przedziale
(—2m;, 2n).
1329. f: y= —sinx.
1330. f: y=sinx+3.
1331. f: y=sinx—3.

1339. f: y=sin|x|.
1340. f: y=|sinx|—2.
1341. f: y=sinx +[sinx}.

) n .. __lcosx|

1332 f: y=sm<x+§>. 1342, f: y=—-.
sinx
. n .y

1333. f: y=s1n<x-—§>. 1343. f: y ——

134. f: y=§+oosf——fl—.

1334, f: y=2sinx. 5

1.
1335. f: y=sinx. 1345. f: y=\/§sinx+cosx.

1336. f: y=sin(2x). 1346. f: y=sinx - CosX.

1337. f: y=sin§. 1347. f: y=sin®x —cos’x.
1338. f: y=|sinx|. 1348. f: y=|sin*x —cos*x|.
94

1349. f: y=cos®x +sinx - |sinx].

1350. f: y=|tgx|- cosx.

1351 f: y=2—3sin3x.
1352. f: y=sinx —cosx.
1353. Naszkicuj wykres funkgji f: y=oosx-(1 +tgx-tg§).
W zadaniach 1354—1361 podaj zbior wartosci funkcji f.
1354. f: y=3+sin(x—2). 1358. f: y=5—2sinx.
1355. f: y=4—cos(x+5). 1 3

1359. f: y=-+=cos?
1356. f y=1+2sin(3x) J:y=3+; 008" 2%
1360. f: y=4+|sin(3x),.

1357. f: y=2—3cos>.
2 1361. f: y=|1—3sin|x|.

W zadaniach 1362—1365 wyznacz najwicksza wartoé funkciji f.
1362. f: y=sinx-cos®x —sin3x - cosx.
1+cos(2x) -

x  x
ctg2 tg2

1363. f: y=

1364. f: y=2(sin®x + cos®x)~ 1.

1365 f: (0, ;‘) 3x—y=asinx+bcosx, a>b, b>0,

1366. Wyznacz najmniejsza wartoéé funkeii f: y=| 22~ |°
najmniejsza wartosé cpf.y=l |
+cos(4x]

W zadaniach 1367—1369 wyznacz najmniejsza i najwicksza wartos¢
funkgji £ .

1367. f: y=1/3 cos(3x)—sin (3x).

1368, f: y=oosx+§oos(2x)

1369. f: y=|3sinx+ 3 cosx|.

1370. Podaj dziedzing i zbiér wartosci funkgji f: y=sin~2x +cos~2x. Tle

Jest rowna warto$¢ najmniejsza tej funkcji i dla jakich x funkcja
Ja osiaga?
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W zadaniach 1371—1376 wyznacz okres zasadniczy 7, funkdji f
1371. f: y=cos(3x—3). 1374. f: y=tgx+ctgx.
s 3y — cine

1372. f: y=sin(27x). 1375. f: y=sin“x. '
1373. f: y=sinx+cosx. 1376. f: y=>3sinx +sin (2x).
1377. Wykaz, ze jesli a jest liczba niewymierna, to funkcja

f: y=cos(ax)+cosx nie jest okresowa.
1378. Wykaz, ze funkgja f: y=sin\/)-c nie jest okresowa.
1379. Wykaz, ze jesli tg>x jest liczba niewymierna, to cosx jest takze liczbg

niewymierng.
1380. Okresl dziedzing funkcji f: y=arcsin—.
W zadaniach 1381—1386 oblicz.

.12
1384. tg (arc sm—>.

1
1381. sin (arct 3+2arc cosi). G

17

oo
S——’

3
1382. cos (7 arc sin% +2arc ctg-{—). 1385, sin (arc sin-+arcsin— |.

L2
1383. sin (2 arc cos%). 1386. ctg (2 arc smg).

W zadaniach 1387—1389 wykaz, ze jeli xe (—1; 1), to:
1387. arcsinx+arccosx=7—2'.

1388. arcsin(—x)= —arcsinx.

1389. arccos(— Xx)=m—arccosx.

W zadaniach 1390 i 1391 wykaz ze dla dowolnej liczby rzeczywistej
x prawdziwa jest rOWnosc.

1390. arctgx+arcctgx=-

1391. arcctg(—x)=m—arcctgx.
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W zadaniach 1392—1395 wykaz réwno$é.

1 1 2
1392. arc th +arc tgg = ;—I. 1394. arc sm + 2arc tgg =

NI§

1 7 = 1 1 32
93. 2arctg-+arctg—=-. 1395. 2arctg- tg-=arctg—.
13 g, o arctg_ +arctg_ =arctg

W zadaniach 1396 i 1397 wykaz, ze rowno$¢ jest prawdziwa dla kazdego
xe R\{0}.

1
1396. tg(arcctgx)=-. 1397. ctg(arctgx)=-
X

W zadaniach 1398 i 1399 wykaz, ze rowno$c jest prawdziwa dla kazdego
xe{—1, 1>,

1398. sin(arccosx)=./1—x2

W zadaniach 1400—1403 wykaz, ze rowno$¢ jest prawdziwa dla kazdego
xeR.

1399. cos(arcsinx)=,/1—x.

1400. sin (arc tgx)=—— 1402. sin(arcctgx)= !
. —. sin (arcctgx —

1401. cos(arcctgx)= _ !
( £%) T 1403. cos (ar ctgx) —

W zadaniach 1404 i 1405 wykaz, ze rowno$c jest prawdziwa dla kazdego
xe(—1; 1)

1404. tg(arcsinx)=

1405. ctg(arccosx)=

—
ﬁx
*
8

1-x2

W zadaniach 1406 i 1407 wykaz, ze rowno$¢ jest prawdziwa dla kazdego dla
xe{—1; 0)u(; 1.

1406. tg(arccosx)=

j

1408. Wykaz, e dla kazdego x € R prawdziwa jest rownosé:

. 2x
sin (2 arc tgx)=1+xz
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W zadaniach 1409—1468 rozwiaz rownanie z niewiadoma x.

1409. sinx={3. 1417. cosx=1.
1410. sinx=§. 1418, cosx =0,
1411, cos (3x)=§. 1419 cosx=—1.
1412, tg(2x)=—1. 1420. cosx +cos(2x)=2.
1413, cosx= —é. 1421, 2sinx=3ctgx.
4
1414. sinx=1. 1422, tgx+ctgx=—=.
J3
1415, sinx=0. 1423, 35x =24 3%,
1416. sinx=—1. 1424, 2°°s<2*)=2°°°’*—§.

1425. 2sinx=3tg*x.

1426. sin’x —(\/5 +1)sinx - cosx + \/3 cos>x=0.
1427. 4sin?x—3sinx - cosx + 3 cos’x=2.

1428. 4sin®x +sin® (2x)=3.

1429. 4(log, cosx)* +log, [1+cos(2x)]=3.

1430. sin(3x)+ sinx=cos x.

1431. sin (3x)+ sinx =cos (3x)+ cosx.

1432, sinx +sin (2x)+sin (3x)=0.

1433. sinx +sin(3x)+sin(5x)=0.

1434. sinx + sin (2x) +sin (3x) = cosx + cos (2x) 4-cos (3x).
1435. sinx + sin (2x)+ 2 sin (3x) + sin (4x) + sin (5x) =0.
1436. sin2x + sin? (2x) =sin? (3x).

1437. sin®x + sin? (2x)=sin? (3x) + sin? (4x).

1438. cos?x+ cos? (2x) +cos? (3x) +cos? (4x) =2.
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. X
1439. smE +cosx=1. 1443. |sinx + cosx|= ﬁ
—sinx
1440. ey Clex —cosX. 1444. /3sinx +cosx=,/3.
Cosx
1441. P 2—1gx. 1445, tgx +ctgx=4sin (2x).
1442, sinx—cosx=1. 1446. sin* (2x)—cos*(2x)=sin (4x).

1447. sin*x +cos“x=§.
1448. sinx+ cosx +tgx +ctgx =2 [sin (2x)] L.

1449. sinx + cosx + tgx =(cosx) 1.

1450. sinx + cosx == 1451, o /3,

1—sin(2x) sinx —cosx
1452, tgx-tg(3x)=1.
1453. sinx +cosx +sin (2x)=1.
1454. 2sinx-sin(3x)=1.
1455. cos (2x)- cosx =cos (5x) cos (4x).

1456, sinx-sin(2x)'sin(3x)=isin(4x).

1457. sinx+cos>x=1. 1462. sinx+cosx=./1+tgx.
1458. sin®x +cos’x=1. 1463. sinx +cosx =./tgx + ctgx.
1459, sin®x+cosSx=1. 1464. sin|~|=1

S|= 1
1460. Vv 13—18tgx=6tgx-—3. 1465. |sin(21tx2)|=1.

1461. ./cos?x —cos (2x)=1+sinx. 1466. log, ., sinx=1.

1467. sinx +log (1 + 25™) =sinx - log5 + logs.
1468. log,,,, cosx +log,, sinx=2.

1469, Qb}icz sumeg wszystkich rozwigzan rzeczywistych réwnania
2x 4 2% =3 7 przedziahu <0; 315).
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W zadaniach 1470 i 1471 rozwiaz réwnanie z niewiadoma x.

1470, cos [sin <x 2)] - —?1;.
1

1471. sin(rlogx)+ cos(nlogx)=
1472. Wyznacz najwigksze ujemne rozwiazanie rownania sinx +cosx = 1.

W zadaniach 1473—1478 zbadaj, dla jakich rzeczywistych wartosci paramet-
ru g, rOwnanie ma rozwiazania rzeczywiste.

2a—3 . 1476. sin*x +cos*x=a.

1473, sin (2x)=",
—a

1474. cosx +cos <x - 2;”) =a*—1. 1477. cos(2x)+ 3 cosx=a.

1475. sin(5x)+cos (Sx)=a. 1478. 3sin(2x)—4cos(2x)=a.

1479. Dla jakich rzeczywistych i u3emnych wartosci parametru a rowname
sin?x + a sinx = 2a? ma rozwiazania rzeczywiste?

W zadaniach 1480 i 1481 wykaz, ze podane rOwnanie nie ma rozwiazat

rzeczywistych.

1480. sinx=2sin48°-cos42°. 1481. 2sin(3x)=5x>—2x+3.

1482. Czy istnieje takie rzeczywiste x i takie rzeczywiste a, 7

1
cosx=loga+-—"?
loga

1483. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a nieréwnoéi;
4eod 4 2 (2a+41)- 2 4+ 40> — 5<0 jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej?

1484. Dla jakich rzeczywistych wartosci paramctru a dokladnie jedng
rozwiazanie rzeczywiste rownania 1+tg3x =a(tgx +tgx) nalezy

przedziatu (-f f)'r
22

1485. Rozwiaz rownanie sinE=1 i zbadaj, ile rozwiazan tego rownanif

1
alezy do przedzahi | —; —
nalezy do p a<1000500>
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1486. Wykaz, ze rownanie sinx - sin (2x)-sin (3x)=1 jest sprzeczne.

1487. Wyznagz vyszystkie pary liczb rzeczywistych x, y, dla ktérych
prawdziwe jest rownanie cos? (xy)+ 2x [1+cos (xy)] +2x2= —1.

1488. Dla jakich a€ R punkt o wspotrzednych x, y, ktore sg rozwiazaniem
ukladu réownan xsina—ycosa=1 i xcosx+ ysina=0 nalezy do
paraboli o0 rownaniu y=1—x2

W zadaniach 1489—1495 rozwiaz uklad réwnan z niewiadomymi x, y.
1489. tgx—tgy=2 1 ctgx—ctgy=2.

1490. x+y=§ i sinx-cosy=3.

1491. x+y=§ i sinx+siny=?.

1492 x—y=§ i sinx+cosy=\/§.
1493, x+y=§ i tgx+tgy=1.

1
1494, oosx-cosy=5 1 tgx+tgy=2.

. . 3.
1495, smx-s1ny=; 1 tgx-tgy=3.
1496. Dla jakich rzeczywistych warto$ci parametru a uklad réwnan
. . 1.
smx~s1ny=; 1 COSX * COSy =4 ma rozwiazania rzeczywiste?
W zadaniach 1497—1503 rozwiaz nieréwno$é z niewiadoma x.

) 1
1497. smx<£. 1501. |sinx|> |cosx].

1498, cosx>73. 1502, sinzxsé.

1499, cos (5x)>?.
1500, 1<tgx<./3.

1503. ctg?x>3.
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W zadaniach 1504—1508 podaj wszystkie rzeczywiste rozwiazania niero6w-
nosci zawarte w przedzale <0; 27).
V2

1 .
1504. log,cosx<—. 1506, log3tgx<§. 1508. 21 <.
1
1505. log, sinx>5. 1507. log ctgx < —2.

1509. Rozwiaz nieréwno$¢ log, cos®x> —2,

W zadaniach 15101 1511 wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x z przedziatu
(0; m) bedace rozwigzaniem nieréwnosci.
1510. 2%, 1511

cosx ©c0s (2x)

cos(2x)+cosx—1 -9

1512. Wyznacz  wszystkie  rzeczywiste rozwigzania  nierdwnosci

St 2008 49 > 2 nalezace do przedziatu (0 2.

W zadaniach 1513—1523 rozwiaz nierowno$é¢ z niewiadoma x.
1513, 8!+oosx s pl-oom
1514. 3sinx>2—cos(2x).

-1515. sinx—./3 cost>1.

1519. cos(4x)+2 cos2x=>0.
1520. 2sin?(3x)+ sin? (6x) < 2.

1521. ctgx<2—l—sﬁ.

1516. cosx +2 tgx <2+sinx.
+cosx

1522. 2 cos(2x)+sin (2x) > tgx.
1523. tgx+sin(2x)>2.

1517. sinx<tgx.
1518. cos(4x)+2cos?x> 1.

1524. Znajdz wszyskie liczby rzeczywiste x e (0; 2n), ktore sa rozwiaza-
2 §+sin2x
niami nierownoici 2" *< (2 .
W zadaniach 1525—1533 rozwiaz nierdwnosé z niewiadoma x.

1525. log,[1+2sinx+cos (2x)] < 1.
2

1526. 4(log, cosx)*+log, cos®x <2.
1527. (log,, 2)* <log,, (4sin3x).
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1528. log,,, (13x—x*—42)>log,, (75— x2).
1529. 5-+2cos(2x)<3[2sinx— 1|,
1530, |3 31 -6 .2,

1531. cos(sinx) <O.
1532. sin(cosx)<O.
1533. arcsin (logx)>0.

W zadaniach 1534 i 1535 rozwiaz nier6wno$¢ z niewiadoma x wiedzac, ze
f:y=2%ig: y=sinx.

1534. fIg (x)]=2. 1535. g[f(x)]=>1.

W zadaniach 1536—1539 ustal dziedzine funkcji f.

1536. f: y=1+/16—x>—2log, sinx.

__log(2sinx—1)

[ X
1—2cos?~
2

1537. f: y

1538. f: y=\/log1(l—2sinx)—log1(1—2cosx).

2 2

1
1539. f: y=10g<1—\/£+log3sinx—log3cosx>.

1540. Wykaz, ze wykres funkcji f: y =log, {[tgx +ctg(2x)] - sin (2x)} zawiera
si¢ w osi x.

1541. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru oe (0; §> funkcja
S+ y=x*—2x+cos(2%)+sina+ 3 przyjmuje warto$¢ najmniejsza ro-
wna 3?

1542, Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru «e <0, g) prosta

o réwnaniu y= —3x jest styczna do wykresu funkgji
f: y=x%—x—cos(20)—sino +2?

1543, Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru ae {0; ©) réwnanie
(2cosx— 1) x2—2x +cose=0 ma dokladnie jedno rozwiazanie rze-
czywiste?

1544. Dla jakich rzeczywistych wartoéci parametru m réwnanie

cos (2x) +cos <2x +4§) =log, 3m+5)—log, (10—~m) ma rozwigza-
nia rzeczywiste? ?

3
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1545. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru ae (0; §> rOwnanie

x2sino+x +cosa=0 ma dwa rozne rozwigzania rzeczywiste?

1546. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru o réwnanie
(2sina—1)4*—2**! +sine=0 ma dwa roézne rozwigzania rzeczy-
wiste?

1547. D' jakich rzeczywistych wartosci parametru x€<0; 7) roéwnanie
(1+coso) x2—(2+/2cose) x+1=0 ma dwa rome rozwiazania rze-
czywiste jednakowych znakow?

1548. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru o€ <0; ) roéwnanie
4x? + 4 (sina + cosa) x + 3 sin (22) =0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste
roéznych znakow?

1549. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a € {0; 7) suma kwad-
ratow rozwigzan rzeczywistych rOwnania
x? —2x cosa=sinZa jest rowna 3?

1550. Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru o € 0; 7) suma odwrot-
nos$ci rozwiazan rzeczywistych rOwnania

. . 8
(2 cosa— 1) x% —2x +cosa=0 jest rtowna gcosa?
1551. Znajdz wszystkie rozwiazania rzeczywiste rOwnania

2— /3008 (2x)+sin (2x)=4 cos? (3x) takie, 7 cos (zx_§)>0.

1552. Naszkicuj zbior punktow plaszczyzny, ktorych wspoirzedne
x, y spelniaja rownanie sinx + siny=sin(x + y).

1553, A={xeR: V 2+cosy>l),
yeR

B={xecR: A 2x—xy+y=2}.
yeER
Podaj ilustracje graficzna iloczynow kartezjanskich A x B i Bx A.
1554. A={xeR: \/(x—1)*<1}, B={xeR: 2cos’x>cosx i xe{0; n)}.
Wyznacz A\B.
1555. A={(x, y): xe{0; 2n) i ye R i tg’x<3}, B={(x, y): x€Ri yeR,
i x24+y?<16}. W prostokatnym ukladzie wspotrzednych Oxy na-
szkicuj zbior AMB.
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Szkice rozwiazan i odpowiedzi

§ 1. Zbior liczb rzeczywistych

1. 46-24./15. 2. 19+18./7.
4 35+ 4<f V2 _
A R

=/5+/2+/6—/2=/6+/5.
a. <\/7+2\/8—\/7—2J6)2=7+2\/€—2 [1+2,/6)(7-2/6)+7~2,/6=
=14-2./49-24=4.

1 11— 4f 7+4f

7+4f 7_ 4f 49-48 T 4948

(27 ) [“;itf’]’—[“-2@:%1:
=<5+—3)2—5=M_5= <4+5\/§>2=\/16+40ﬁ+75=
2 4 3

4

ﬂ+1o\/§.
1. V2432V (24D = 2+2/6+3=1/5+2/6.

8. Wskazowka: Udowodni¢ réwnoéé kwadratdéw liczb po obu stronach réwnosci.

9. Wskazowka: Udowodni¢ rowno$é kwadratow liczb po obu stronach réwnosci.

e e e L

11. Wskazowka: Udowodni¢ réwnoéé szescianéw liczb po obu stronach rownosci.
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12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

g PN Vv e W

=0+4/5) \/5+4/5+4=0+4./3)/(/5+2? =0 +4/5)(/5 +2)=
38+17,/5.

2350 2174,2176 2 174 1 174 2176
5—m=~51—74—=2176'(§) >2176<5> =El7—4=4>1 Stqd 235°>317‘.

Oznaczmy przez x cyfr¢ pierwsza i czwarta, przez y cyfre¢ druga i piata oraz przez
z cyfrg trzecia i szosta. Wtedy rozwazana liczba jest rowna:

10%x +10%y + 1032+ 102x + 10y + z =100 100x + 10010y + 1001 z =
=1001(100x + 10y +2z)=7-11-13(100x + 10y + z).

Stad rozwazana liczba jest podzielna przez 7, 111 13.

B=(yzx)=100y+ 10z + x=10(100x + 10y + 2z) —999x = 104 — 999x.
Poniewaz 37|4 i 371999, wigc 37|B. Podobnie pokazujemy, ze 37|C.

Niech n bedzie dowolna liczba naturalna.
Wtedy 3"+ 3" 143" 2=3"(14+3+3%)=13-3"
Stad 13|3"+3"*14.3+2,

Kazda liczbg naturalna n mozna przedstawi¢ w postaci:

n=3k lub n=3k+1, lub n=3k +2, gdzie ke NL{0}.

Gdy n=3k, to 2n*> +n=3(18k>+ k), a wiec 3]2n>+n.

Gdy n=3k+1, to 2n>+n=3(18k> + 18k* + 7k +1), a wiec 32n° +n.
Gdy n=3k+2, to 2n®+n=3(18k> + 36k + 13k +6), a wicc 3|2n> +n.

Dla dowolnej liczby naturalnej n, 2|n(n+1)(2n*+1). Wystarczy wiec pokazaé, ze
3in(2n% +1), czyli 3|2n +n. Z rozwiazania zadania 17 tak jest rzeczywiscie.

Wskazdéwka: Pokazad, ze dla ne N liczba n(n®*+5) jest podzielna przez 6.
Ale: n=6k lub n=6k+1, lub n=6k+2, lub n=6k+3, lub n=6k +4, lub n=6k+5,
gdzie ke Nu{0}.

Niech n=2k, ke Nu{0}.

Wtedy n(n+2)(2n—1)=2k (2k+2)(4k—1)=4k(k+1)(4k—1). Liczba 4k(k+1) jest
podzielna przez 8. Wystarczy wigc pokazac, ze 3|k(k+1)(4k—1). Dla dowolnego
ke NU{0}: k=3plub k=3p+1,lub k=3p+2, gdzie pe NU{0}. W kazdym przypad-
ku fatwo pokazad, ze 3|k (k + 1) (4k —1).

P +3n’+5n4+3=n+3(n*+2n+ 1)—n=n(n*—-1)+3(n+1)>=
=(m—1)n(n+1)+3(n+1)%. Stad oraz z faktu, ze 3|(n—1) n(n+1) i 33(n+1)?
wynika, ze 3|n®+3n% 4 5n+3.

n® —n=n(n*~1)=n(n—1)(n+1)(n*+ 1). Poniewaz liczba n (n— 1) (n+ 1) jako iloczyn
trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 6, wystarczy wigc pokazaé,
e 5in(n—1)(n+ 1){n*+1). Dla dowolnej liczby calkowitej n moga zaj$¢ nastepujace
przypadki: n=>5k lub n=5k+1, lub n=5k+2, lub n=>5k +3, lub n=>5k +4, gdzie
ke C. Nietrudno sprawdzi¢, ze w kazdym z tych przypadkow, 5|n(n— 1) (n+ 1) (n> + 1).
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26.

27.

29.

31

nP+3n*—n—=3=n%(n+3)—(n+3)=@m+3)* - )=@m+3)n—-1)(n+1).

Gdy n=2k+1, gdzie ke C, to: (n+3)(n—-1)(n+1)=(2k+4) 2k(2k+2)=
=8k(k+1)(k+2)

Stad i z faktu, ze 6|(k+ 1) (k+2) wynika, Ze rozwaZzana liczba jest podzielna przez 48.

. Wskazowka: Niech p i ¢ beda dowolnymi liczbami catkowitymi nie dzielacymi sig

przez 3. Wtedy: p=3n+11lubp=3n+2 oraz q=3m+11lub g=3m+2, gdzie n,me C.

. Niech n bedzie dowolna liczba catkowita. Mamy wykazacé, ze 16| (n+2)*—n*.

Zauwaimy, ze:

(n+2)* —n*=[(n+272 —n*1[(n+2)* +n*] =(n+2-n@n+2+n)(2nt+4n+4) =
=8(n+1)(n*+2n+2).

Poniewaz rozwazana liczba jest podzielna przez 8 wigc wystarczy pokazaé, ze
2l(n+1)(n*+2n+2). Gdy neC, to n=2k lub n=2k+1, gdzie ke C W kazdym
przypadku latwo wykazag, ze 2|(n+1)(n*+2n+2).

Wykazmy, ze liczba x3 4 y® +2%—(x+y+z) jest podzielna przez 6, co wystarczy do
udowodnienia podanego twierdzenia.

4P+ P-4y +) =~ 0+’ )+ ~2)=
=x(x=1)(x+D)+yy—-D@+)+z(z-1)(z+1).

Poniewaz kazdy ze sktadnikéw powyzszej sumy jest podzielny przez 6, wigc ich suma
jest podzielna przez 6.

Wykazmy najpierw, ze jezeli liczba calkowita c nie jest podzielna przez 3, to c? przy
dzieleniu przez 3 daje reszte 1. Jezeli ¢ nie jest podzielne przez 3, to c=3k+1 lub
c=3k+2, gdzie ke C. Wtedy (jak latwo sprawdzi¢):

2 =3(3k*+2k)+1 lub c2=3(3k‘+4k+ 1)+1.

Przypuscmy teraL ze 3jm*+n? i (3tm lub 3fn). Jezeli obie liczby m i n nie dzielg si¢
przez 3, to m* + n? przy dzieleniu przez 3 daje resztg 2, co jest sprzeczne z zalozeniem.
Jezeli dokladnie jedna z liczb m, n nie dzieli si¢ przez 3, to m*+n® przy dzieleniu
przez 3 daje resztg 1, co jest sprzeczne z zalozeniem.

Poniewaz n2 —1=(n—1)(n+ 1), wigc wystarczy pokaza¢, ze 24|(n—1)(n+1). Z zalo-
zenia n jest liczba nieparzysta. Wobec tego (n—1)(n+1) jest iloczynem dwoch
kolejnych liczb parzystych, a wiec (n—1)(n+1) jest podzielne przez 8. Wystar(zy
wiec pokazaé, ze 3|(n—1)(n+1). Poniewaz n jest nie mniejszg od 5 liczbg pierwsza,
to 3in. Stad i z faktu, ze 3|(n—1) n(n+1) wynika, Zze 3|(n—1)(n+1).

Wskazoéwka: Wykazaé, ze 12|(3n—5)(n*—3n*+2n).

n n* n nP4+3n%4+2n

Wskazowka: 5 +7 + 3= 5 . Udowodnié, ze 6|n®+3n?+2n.
3 2 . *
n_—_nli-z=n2 + 2 T Rozwazana liczba bedzie calkowita dla ne C wtedy i tylko
n— n—

wtedy, gdy n— 1--1lubn—l-——l,lubn—l=2,lubn-—1=—2,czyligdy:1l"’?1“b
n=0, lub n=3, lubn=—1.

32. Wskazoéwka: Rozwazyé przypadki: n=3k lub n=3k+1, lub n=3k+2, Edmkea
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3.

35.

3.

. Niech ne N, Wykazmy, ze liczby n+(n+1) i n*+(n+1)* sa

Niech ne C. Wykazmy, ze liczby 2n—1 i 2n+1 sa pierwsze wzgledem siebie.
Oznaczmy przez d najwigkszy wspoOlny dzielnik liczb 2n—1 i 2n+1. Oczywiscie
d jest nieparzysta liczba catkowita. Poniewaz d|2n+1id2n—1,to d|(2n+1)—(2n-1),
czyli d|2. Stad d=1.

pierwsze wzgledem
siebie. Oznaczmy przez d najwigkszy wspélny dzielnik liczb n+(n+1) i n* +(n+1)%.
Poniewaz n+(n+1)=2n+1in*+@n+1=2n>+2n+1, wigcd2n+1id2n* +2n+1.
Stad d|(n+1)® i d|4n*+4n+2, a wiec d|(4n*+4n+2)—(2n+1)%, czyli d|L.
Wobec tego d=1.

Wskazowka: Wykazaé, ze dla ne N liczby 14n+3 i 21n+4 sa pierwsze wzgledem
siebie.

. Oznaczmy przez d najwigkszy wspélny dzielnik liczb n®+2n i n*+3n*+1, gdzie

ne N. Poniewaz d|n®+2n, wigc din* +2n?. Ale din®+3n?+ 1. Stad d|(n*+3n*+1)—
—(n*+2n?), czyli d|n? + 1. Zatem d|n®+ n. Wobec tego d|(n*+2n)—(n® +n), czyli d|n,
a wiec takze d|n®. Poniewaz din? i d|n*+2n?, wiec d|(n* +2n%)+n?, czyli d|n*+ 3n2.
Ale din*+3n%+1. Stad d|(n* +3n® + 1)—(n* + 3n?), czyli d|1, a wiec d=1.

Z zalozenia najwigkszy wspdlny dzielnik d liczb n i k jest wigkszy od 1. Stad n=m,d
ik=m,d, gdzie m,, mye N. Wtedy n—k=(m, —m,)d i n+k=(m, +m,)d, co oznacza,

—k
ze ulamek r— jest skracalny.
n+k

38. Latwo sprawdzamy, ze najmniejsza liczbg naturalng spelniajaca warunki zadania

39.

41

. Gdy k=1, twierdzenie jest oczywiste. Niech k > 2. Przypusémy, ze

jest liczba 5. Kazda liczbe naturalng n wigksza od 5 mozna przedstawi¢ w jednej
z postaci: 5k, Sk+1, 5k+2, 5k + 3, 5k+4, gdzie k eN. W kazdym z tych przypadkow
jedna z liczb: n, n+2, n+6, n+8, n+12, n+ 14 jest podzielna przez 5, a wigc nie jest
liczba pierwsza. Wobec tego jedyna liczba naturalng spetniajaca warunki zadania
jest liczba 5.

n*+4=n*+4n? +4—4n’=(n>4+2)* —4n*=(n*—2n+2)(n* + 2n+2). Stad n* +4 jest
liczba pierwszg wtedy i tylko wtedy, gdy n*>—2n+2=1 lub n®+2n+2=1, gdze
ne N. Powyzsza alternatywa jest prawdziwa tylko dla n=1.

1 1 1
—+ +..+—=n
P2 Px
jest liczba calkowita. Mnozac obustronnie powyzsza réwnos¢ pxzez PPz - Dy
otrzymujemy: p,-...-Py+Py P3«Prt ot Py Py Pp—y=NR"Py Py’ .."Py. Liczba
po prawej stronie rownosci jest podzielna przez p,, a po lewej stronie rownosci nie

jest podzielna przez p,, wigc sprzecznosc.

Przypusémy, 7e istnieje taka liczba pierwsza p i taka liczba naturalna n, ze p+1=n>
Witedy p=n®—1=(n—1)(n*+n®+n?+n+1). Poniewaz p jest liczba pierwsza, wigc
n—1=1,Stad n=2. Wtedy p=31, a jest to liczba pierwsza. Wobec tego jedyna liczba
pierwsza spelniajaca warunki zadania jest liczba 31.
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42 Zalozmy, ze istnieja dwie liczby pierwsze takle ze ich suma jest liczbag Fermata

43.

45.

47.

49.

27" +1, n>1. Poniewaz liczba Fermata 22" 41 jest nieparzysta, wiec jedna z ist-
niejacych liczb pierwszych musi by¢ parzysta, a druga nieparzysta. Ale jedyna liczba
plerwsza parzysta jest liczba 2. Stad druga liczba musi byé¢ liczba 27" 1. Wykazmy,
7e 22" —1 nie jest liczba pierwsza, co zakoriczy dowdd.
Gdy neN in>1, to:

n—1

. 2 n-1 n—1
2? —1=(2“'---'2) —1=(22 —1>-(22 +1).Poniewaikazd‘ y czynnik po pra-

wej stronie rownosci jest wigkszy od 1, wigc 22 —1 nie jest liczba pierwsza.

Wykazmy, ze jezeli p, q s liczbami pierwszymi i p>q i p—q=2, to pg+1 jest
kwadratem liczby naturalnej. Jezeli p—g=2, to p=g+2. Stad pg+1=
=(g+2)g+1=¢>+2q+1=(q+1)>.

Wykazmy teraz, ze jezeli p, q sa liczbami pierwszymi i p > q oraz pq + 1 jest kwadratem
liczby naturalnej, to p—g=2. Niech pg+1=n? gdzie neN i n>1. Zatem
pq=(n+1)(n—1). Stad i z faktu, Ze p, g s3 liczbami pierwszymi i p>q wynika, ze
p=n+1ig=n—1. Wobec tego p—g=(n+1)—(n—1)=2.

. Zauwazmy, ze suma cyfr liczby x=11...1 00..0 jest rowna 300, a wiec liczba x jest

300 m
podzielna przez 3. Przypusémy, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze x=n2. Wtedy
n? jest podzielne przez 3, a wigc takze n jest podzielne przez 3. Niech n=3k, ke N.
Stad x=9k2. Ostatnia rownos¢ jest fatszywa, gdyz 9k2 jest podzielne przez 9, a x nie
Jest podzielne przez 9.
Wskazowka: Niech x=n%+(n+1)+(n+2)>+(n+3)* +(n+4), gdzie ne N, czyli
x=>5(n*+4n+6). Wykazaé, ze 5in> +4n+ 6 dla kazdego neN.

. 100"*14+4-10"1 +4=(10"*' 4 2)%. Wystarczy wykazaé, ze 3{10"*'+2 dla neN.

Zauwazmy, ze dla ne N, 10"*' +2=100..02.

n
Poniewaz suma cyfr liczby 10™*! 42 jest rowna 3, wige 3]10"*1 +2,
Przypusémy, ze istnieja liczby catkowite n i k takie, ze 101010=n?—k2, Wtedy
101010=(n—k)(n+k). Jezeli obydwie liczby m, k sa parzyste lub obydwie s3
nieparzyste, to liczby n—k oraz n+k sa parzyste, a wigc liczba (n—k)(n+k) jest
podzielna przez 4, a liczba 101010 nie jest podzielna przez 4.
W przypadku gdy jedna z liczb n, k jest parzysta, a druga nieparzysta, to iloczyn
(n—k)(n+k) jest liczba nieparzysta, a liczba 101010 jest parzysta. Stad réwnosé
101010 =(n—k)(n+ k) jest niemozliwa dla n, k catkowitych.

Niechn+1=x?in—110=y? gdzie x, ye N.Stad x? — 1 =y* 4+ 110, czyli x* — y* =111.
Rozwiazujac réwnanie w liczbach naturalnych otrzymamy: x=>56 i y=53 lub x =20
i y=17. Zatem n=23135 lub n=399. Szukang liczba jest 399.

Sformulowany w zadaniu problem jest rownowazny rozwiazaniu w liczbach cal-
kowitych rownania: k2 + 1 =n(k + 1). Czyli rownania: (k+ 1) (k — 1 —n)= —2. Ostatnia
réwnos¢ dla k, neC jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy: (k+1=1
ik—l-n==2) lub (k+1=—-1ik—1—n=2), lub (k+1=21i k—1—n=—1), lub
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51.

52

53.

i = : k=0in=— =-—21in=-5), lub (k=1
k+1=-—21ik—1—n=1) Stad: (k=0in=-1) lu? (k ; .
g n=1), lub (k= —3 i n=—>5). Zatem liczba k2 +1 jest podzielna przez k+1, gdy:
k=01lub k= —2, lub k=1, lub k=-3.

. Przy zalozeniu, zz¢ m, ne N podane rownanie nalezy przeksztalcic do postaci:

m=7+——49 . Stad wynika, z¢ n—7=1 lub n—7=7, lub n—7=49. Zatem roz-
n—17

wigzaniami réwnania sa pary liczb: (56, 8), (14, 14), (8, 56). W kazdym z tych
przypadkoéw suma m+n jest podzielna przez 4.

(x=11i y=5) lub (x=—11 y=-5), lub (x=11 i y==5), lub (x=—111 y=5)
Wskazowka: Réwnanie doprowadzi¢ do postaci x(x +2y)=11.

Réwnanie xy=x+y nalezy przeksztalci¢ do postaci: (x—l)(y—l):l. S.tqd dla x,
yeCmamy:(x—l:liy—1=1)lub(x—1=-—1iy—l=—l),czylx(x=21y=2)lub
(x=01y=0).

Niech x, ye C. Podane réwnanie rozwigzujemy nastepujaco:
X2y =2xy+1—-x2—2x—1-(y+1)*=0
X2yt —2xy—x2—2x—(y+1)*=0
x2 (2 -1)=2x(y+1)—(y+1P=0
x’(y—1)(y+1)—2x(y+1)—(fx|’+(1))2=0
+)[x*(y—1)—-2x—(y+1)]=
(();stat)n[ia r(zwmzéé jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy:
(xeCiy=—1)lub x2(y—1)—2x—(y+1)=0. .
Rownoéé x? (y—1)—2x—(y+1)=0 przeksztalcamy nastgpujaco:
x}y—-xt-2x—y—1=0
y(x2—1)—(x+1)*=0
y(x—l)(x+1)—(x+1)’=00
x+)[yx—-1)—(x+1)]=
(Ostat)m['z (réwn)oéé( jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy:
(x=-1iyeC)lub y(x—1)—(x+1)=0. .
Rownosé y(x—1)—(x+ 1)=0 przeksztalcamy nastepujaco:
y(x—1)—x—1=0
y(x—=1)—x+1=2
(x—1(y—-H=2
Ostatnia réwnoé¢ jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy: ‘
(x—1=21i y—1=1 lub (x—1=11i y—1=2), lub (x-‘1=-—1 i y—1=.—2), lub
(x—1=—2iy—1=~1)czyli gdy: (x=3iy=2)lub(x=2iy=3),lub(x=0iy=—1),
=—11iy=0).
l(‘)th(l’t‘ecznie p;,dan:: réwnanie jest prawdziwe dla par liczb catkowitych (3, 2), (2, 3),
(m, —1), (—1, n), gdzie m, ne C.

84, Jezelixe{—1, —2, —3,..}, to rownanie jest sprzeczne w zbiorze par liczb calkowitych,

bo lewa strona nie jest liczba calkowita, a prawa jest licz'bq cal_kowita. Jek_li x=0,
to réwnanie przyjmuje postaé 4=5 i jest sprzeczne w zbiorze liczb catkowitych.
Jezeli x=1, to réwnanie przyjmuje posta¢ 5="5, skad y=1.
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Jezeli xe{2, 3, 4, ..} to roéwnanie jest sprzeczne, bo lewa strona jest liczba
naturalng postaci 2*+ 3, prawa za$ nie. Jedynym rozwigzaniem podanego réwnania
w liczbach catkowitych jest para (1, 1).

55. (x=11iy=5)lub (x=—11 y=—9), lub (x=7 i y=—97), lub (x=—7 i y=—99),

Wskazowka: Réwnanie doprowadzi¢ do postaci x(2x?+y)=7.

56. Latwo sprawdzié, Zze dla y=—3 rownanie jest sprzeczne w zbiorze par liczb

57.

calkowitych. Przy zalozeniu x, ye C i y# —3 réwnanic mozna przeksztalcié do
33
postaci: x=4+:v-—5. Réwnanie jest spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy: y+3=1 lub

y+3=—1Lluby+3=3,luby+3=—-3,luby+3=111luby+3=—11,lub y+3=33,
lub y+3=—33, czyli, gdy: y=—2 lub y=—4, lub y=0, lub y= —6, lub y=8, lub
y=—14, lub y=30, lub y= —36. Ostatecznie podane réwnanie jest prawdziwe dla
par liczb catkowitych: (37, —2), (—29, —4), (15, 0), (=7, ~6), (7, 8), (1, —14), (5, 30),
(3, —36).

Po latwych rachunkach réwnanie przyjmuje postaé: x(x+1)=(y+1)®. Liczba
x(x+1) jest parzysta i podzielna przez pewna liczb¢ nieparzysta. Wlasnosci tej
nie ma liczba (y +1)%.

58. Réwnanie nalezy doprowadzi¢ do postaci: (y—x)(y + x)=1990. Jezeli liczby x i y sa

59.

61.

62.
63.

obydwie parzyste lub obydwie nieparzyste, to lewa strona réwnosci jest podzielna
przez 4, prawa za$ nie. Jezeli jedna z liczb x, y jest parzysta, a druga nieparzysta, to
liczba (y—x)(y + x) jest nieparzysta, natomiast liczba 1990 jest parzysta.

Zauwazmy, Ze liczby: x=1, y=4, z=8, t=9 sa rozwigzaniami podanego réwnania,
stad liczby: x=k, y=4k, z=8k, t=9k, gdzie ke N, rowniez.

. Podane réwnanie mozna przeksztalci¢ do postaci: (x— 1)(x + 1)=2y-2z.

Jezeli x, y, ze N i x—1=2y i x+1=2z, to powyzsza réwnos¢ bedzie prawdziwa.
Stad x=2y+1i z=y+1. Wobec tego trojki liczb: x=2k+1, y=k, z=k+1, gdzie
ke N sa rozwigzaniami powyiszego réwnania.

Oznaczmy: x — [x] =m. Stad x=[x]+mi0<m< 1. Podane réwnanie przeksztalcamy
nastepujaco: [x]=2x—3, [x]=2([x]+m)—3, [x]=3—2m. Ostatnie rownanie jest

1
prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy m=0 lub m=§. Wtedy odpowiednio: [x]=3
1
lub [x]=2. Rozwiazaniami podanego réwnania sa wigc liczby: x=3 lub x=2§.

x=275.

Oznaczmy szukane liczby przez x i y. Wiadomo, 7e x=8k, i y=8k,, gdzie k,ik,
s liczbami wzglednie pierwszymi. Poniewaz xy=3200, wigc 8k, - 8k, =3200, czyli
ky-k;=50. Stad i z faktu, ze k, i k, sq pierwsze wzgledem siebie, otrzymujemy:
(ky=11k;=50) lub (k; =50 i k,=1), lub (k, =2 i k,=25), lub (k,=25i k,=2).
Wobec tego szukanymi liczbami sa: 8 i 400 lub 16 i 200.
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64.

65.

Przypusémy, ze suma cyfr liczby catkowitej n jest rowna 5 i istnieje liczba calkc"wita
k taka, 7e n=k2. Stad n+ 1=k?+ 1 i suma cyfr liczby n+ 1 jest rowna 6. Zatem liczba
n+ 1, a wigc takze liczba k?+ 1 jest podzielna przez 3, co sprzeczne (patrz zadanifa 32).
Uwaga: Analogicznie dowodzimy, ze suma cyfr liczby bedacej kwadratem liczby
catkowitej nie moze by¢ réwna 2 i nie moze by¢ réwna 8.

Poniewaz liczba a przy dzieleniu przez 5 i przez 7 daje reszte 1, to liczba a—-l je§t
podzielna przez 5 i przez 7, a wigc jest podzielna przez 35. Stad liczba a przy dzieleniu
przez 35 daje resztg 1.

66. Niech x, y oznaczaja dowolne nieparzyste liczby catkowite. Wtedy x=2k+1

67.

70.

71

12723 g

i y=2n+1, gdzie k, ne C. Stad x—y=2(k—n). Poniewaz x—y jest podzielr‘le przez
5, wiec x—y jest podzielne przez 10, co oznacza, iz réznica ta ma cylre jednosci
réwna 0. Nietrudno sprawdzié, ze x>—y*=(2k+1)*—(Qn+1)*=

=2(k—n) [4(k* + kn+n?)+6 (k+n)+ 3] =(x— y) [4 (k* + kn+n*)=6 (k+n)+3]. Po-
niewaz x— y jest podzielne przez 10, wigc x> —y* jest podzielne przez 10, wigc cyfra
jednoéci liczby x3—y® jest 0.

Niech a oznacza szukana podstawe systemu pozycyjnego. Oczywiscie a>4.
Roéwnoéé 4+ 13 = 100 przeksztatémy: 4 (1-a+3)=1-a*>+0-a+0,a> —4a— 12=0.Stad
a=6.

, Szukang podstawa systemu pozycyjnego jest 8.
69.

a=(1-2-3-..-7-8-9)(10-11-12-.. -97-98-99)-(100-101-102-...-997-998 -999)-
-(1000- 1001 -1002- ...- 1988 - 1989 - 1990) > 1072+ 100°°° - 1000°°! =
- 1090 . 101800 . 102973 = 104863 > 104000 =(104)1000 =10 0001000 =h.

1 1 1
+
1000000”(1000001+1oooooz+ 2000000
1 1 1 1 1
+1000000 +
+<2ooooo1+2oooooz+ +4000000)>1000000 2000000
1 1
- 1.
7000000 1000000

1 1 11 1 1 1 1 1 1
—t—t—tt——t———=+ =l —+—
+ 2+ + 2+ +(n_2)2+(n_1)2+n2 . .

1 1 1 1 1 1 1

0= m-ne=1 m 12t T e m-2
1 1

=1+{1 ! + l—1)+<1—1)+ +
+(n—2)(n—1)+(n—1)n— W2\ T3\ e
1 1 1 1 1 1 _ _1
+(m'n—_—z>+(n—_—z‘m>+(m‘;)—2 _—

+2000 000

Zatem dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierownosé:
1 1 1
F+§5+...+F<2.
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72.

73.

74.

75.

76.

7.

Niech x oznacza liczb¢ dziesiatek, a y liczb¢ dwunastek dajacych si¢ ulozyé
z interesujacej nas porcji ogorkoéw. Ogrodnik miat wiec 10x+8=12y+8 ogdrkéw.

5
Z tredci zadania: 10x+8=12y+8 i x, ye N i 300<10x + 8 <400. Stad y=gx ix,

y€ N 129,2 <x<39,2. Nietrudno sprawdzi¢, ze powyzszy uklad warunkéw spelniony
jest tylko wtedy, gdy x=230 lub x=36. Zatem ogrodnik miat 308 lub 368 ogérkow.

Niech x oznacza dlugos¢ kroku Bolka, a y liczb¢ krokéw postawionych przez Lolka.
1 4
Bolek przebyt droge réwna yx. Lolek stawial kroki dtugosci x —;x = gx oraz postawit

1 6
ich w drodze z domu do szkoly y+§y=§y. Zatem Lolek przeby! droge réwna

3 y -gx =§%xy. Poniewaz %xy <xy, wigc pierwszy dotart do szkoly Bolek.
Ponumerujmy skrzynie liczbami od 1 do 10. Wezmy 1 monete ze skrzyni pierwszej,
2 monety ze skrzyni drugiej itd., 10 monet ze skrzyni dziesigtej. Razem bedziemy
mie¢ 142 +...+ 10="55 monet, kladziemy je na wadze. Gdyby wszystkie monety byly
prawdziwe, to ich masa bylaby rowna 55-20=1100 g. Ale wéréd wybranych monet
s falszywe, zatem masa ich jest mniejsza niz 1100 g. Niech masa monet bedzie réwna
x gramow (x < 1100). Liczba monet falszywych wirdéd wybranych 55 monet jest rowna
1100—x

. Poniewaz liczba monet falszywych jest rtéwna numerowi skrzyni z monetami

1100—
falszywymi, wigc monety falszywe znajduja si¢ w skrzyni oznaczonej liczbg 2 x.

1
Oznaczmy przez x liczbe stoikéw mieszczacych likg, a przez y liczbe stoikow

1
mieszczacych 2§kg miodu. Oczywiscie x, ye N. Z treici zadania otrzymujemy

1 1 26-—5
rownanie: 15x+25y=l3, czyli x= 3 y. Rozwiazujac to réwnanie w liczbach

naturalnych otrzymujemy: (x=71 y=1) lub (x=2 i y=4).

Zalézmy, ze do zabicia smoka nalezy wykonac x cigé po 33 glowy, y cieé po 21 giow,
z cig¢ po 17 gtow oraz ¢t cig¢ po 1 glowie. Smok bedzie zabity, gdy dla pewnych
x, ¥, 2, te NU{0}: 2000—[(33 —48) x + (21 —0) y+ (17— 14) z+ (1~ 349) £] =0.

Po wykonaniu dziatan otrzymujemy rownanie: 3 (—5x + 7y + z — 116£)=2000, ktore
jest sprzeczne, gdyz lewa strona jest podzielna przez 3, a prawa nie. Zatem rycerz
nie moze zabi¢ smoka.

Oznacz przez x liczb¢ mezczyzn, przez y liczbg kobiet, a przez z liczbe dzieci
(x, y, ze N). Z tresci zadania otrzymujemy uktad réwnar:

1 1 36—
x+y+z=12i2x+§y+zz=12, czyli uklad: x+y+:z=12ix= y.

Rozwiazujac powyzszy uklad w liczbach naturalnych otrzymujemy: x=5iy=1iz=6.
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78. Sklamal Jacek, a pierwszy przekroczy! lini¢ mety Jurek.

79. Réwnanie 3n=4(mod 7) oznacza, ze 7|3n—4. Wobec tego 3n—4 =7k, gdzie ke C
Réwnanie 3n—4 =Tk mozna zapisaé w postaci 3n=3k+4(k+ 1). Aby réwnanie bylo
prawdziwe musi zachowaé rownosé: k+1=3z, gdzie ze C. Stad k=3z—1. Zatem
réwnanie przyjmuje postaé 3n=3(3z—1)+12z, czyli n=7z—1.

80. Rownanie n*=1(mod 5) oznacza, z¢ n*—1=5k, gdzie ke C. Poniewaz
n?—1=(n—1)n+1), wigc rozwigzujac réwnanie n*—1=>5k otrzymamy: n—1=>5t
lub n+1=>5r, gdzie t, re C. Stad n=5t+1 lub n=5r—1.

81. Réwnanie n®=3(mod 5) oznacza, ze n®>=5k+3, ke C. Poniewaz kwadrat Zadnej
liczby catkowitej nie daje przy dzieleniu przez 5 reszty 3 (udowodnij to), wiec
rozwazanie rOwnanie jest sprzeczne.

_» 4

3a+b 5

83. x*—2,/2-x+y—2./y+3=0,
(=22 x+2)+(—2/y+1)=0,
/22 +(/y-1?=0,

x=ﬁiy=1.

82.

84, x=2iy=-1
1, 1, 1
85. x=51y=§iz=z.

86. Rownanie przeksztalcamy do postaci: 2x—y+1 =\/§ (—y—1). Jezeli y#—1, to
2x—y+1
\/—5 =—f——y—1—, co jest sprzeczne gdy x, ye W. Wobec tego réwnanie bedzie
spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy 2x—y+1=01 —y—1=0,i x, ye W, czyli
gdy x=—1liy=-—1.
87-90. Wykonujac dzialania po obu stronach réwnosci otrzymujemy te same wyraZzenia.
a+b x+y

91. Przy podanych zatozeniach réwnos¢ ——b=;—; przeksztalcamy:
a — —

(a+b)(x—y)=(a—Db)(x+y)
ax—ay+bx—by=ax+ay—bx—by,
bx—ay=ay—bx,

2bx=2ay,

bx=ay,

a x

by
1
92, Przy zalozeniu ab#0 rowno$¢ ———=a—b przeksztalcamy:

a
b—a=abla—b),
ab(a—b)+(a—b)=0,
(a—b)(ab+1)=0. Stad a=b lub ab=—1.

[~
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3. Z zatozenia 2= 2

93. Z zalozenia 5=, mamy b*=ac. Stad b*=a?c®. Dodajac do obu stron a2bh?
otrzymujemy a’b? +b*=a?h* + a’c?, czyli b¥(a®+b?)=a*b*+c?).

a+bh* a?

Pre R

94. Przy podanych zatozeniach:
@ +b +t=a’+(a+1)*+a*h* =24+ 2a+ 1 +a*b* =a*b*+ 2a(a+ 1)+ 1 =
=a’b?+2ab+1=(ab+1)* =42

95. Z zalozenia a+c=2b, czyli (a+c)d=2bd (bo d#0). Stad i z zalozenia 2bd =c(b+d)

wynika, 7 (a+c)d=c(b+d), czyli ad=bc, Zatem §=§

Zatem

96. Przy podanych zalozeniach:
AB(4*+B%)=2[(a+b)*—(c+d)*] i CD(C?+D})=2[(a~b)*~(c—d)*]. Wystarczy
wigc pokazaé, ze (a+ b)* —(c +d)* =(a— b)* — (c—d)*. Ostatnia réwnos¢ mozna prze-
ksztalci¢ do postaci ab(a® +b%)=cd(c?+d>), a ta jest prawdziwa z zalozenia.

97. Z zalozenia c=-—a-b. Wobec tego: a*+b*+cP=a*+b3—(a+b)’=
= —3a?b~3ab*=3ab(—a—b)=3abc.

98. Poniewaz x+y+z=1, wigc (x+y+z)*=1. Zatem x2+y*+2z2+2xy +2xz+2yz=1.
Stad i z zalozenia x*+y?+2%=1 otrzymamy xy+ xz+yz=0. §))
Nietrudno sprawdzié, ze:

(x+y+2°=x3+y>+ 23+ 3x2y + 3x2z + 3y?z + 3xy? + 3x2% + 3yz% + 6xyz.

Poniewaz (x+y+z)°=1i x3+y*+23 =1,

wiee X2y +x%z + y2z 4 xy* + x2% + yz2 + 2xyz =0,

czyli x(xy+xz+yz)+y (yz+ xy+ x2)+ yz2 + xz? =0. 2
Z (1) i (2) otrzymamy yz2 + xz=0, czyli x+y=0 lub z=0. Wobec tego xyz=0.

99. Zalozenia twierdzenia zapiszemy w postaci bex + acy + abz = abc i ayz + bxz + cxy =0,

a tez¢ w postaci: b2c?x? + a’c®y? + a?h?z2 = g?b?c2.

Wtedy z pierwszego zalozenia:

b%c*x? + a*c?y? + a?b*2® + 2 abcxy + 2 abcxz + 2 a*beyz = a*bc?,
czyli: b%c*x? + a®c?y? + a*b?z* + 2 abe (cxy + bxz + ayz) =a*b*c?.
Stad i z zalozenia drugiego:

b%c?x? + a*cy? + a*b*z* = a?b3c2.

100. Wskazowka: Podstawi¢ w miejsce s, a+b+c i wykona¢ dzialania po obu stronach

dowodzonej rownosci, a wniosek bedzie oczywisty.

101. Z oczywistej nieréwnosci (a—b)? +(b—c)? +(a—c)* >0 wynika, ze:

2a*+2b* + 2¢* — 2ab—2bc —2ac 20, skad a? +b? +c? >ab+bc+ac.

b\ 3
102. Oczywiscie: a’+ab+b2=(a+-2—) +sz. Poniewaz a#0 i b#0, wiec

b\? 3
<a+5) +sz>0’ czyli a*+ab+b*>0. Mozna wigc pomnozyé obustronnie po-
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dana nierdwnosé przez 3(a® +ab+b?). Otrzymamy nieréwnosé 3a>—3ab+3b 3>
>a’+ab+b? czyli nierébwnosé a*—2ab+b2>0, ktora jest prawdziwa, gdyz
a*—2ab+b*=(a—b)’.

103. Wskazéwka: Przy zalozeniu a,, a,, b,, b,eR, podang nierdwnos¢ doprowadzi¢ do
postam bzal + bla; Z 2a1a2b,b2.

104. Wskazowka: Wykorzystaé nierdwnosé¢ z zadania 103,

105. Podana nierdéwnos¢ przeksztalcamy do postaci:
a’—2a+1+b*—2b+1>0 ktdra jest prawdziwa, gdyz
@*—2a+1=(a—1)? i b*—2b+1=(b—1)* oraz (a—1)*+(b—1)?>0.

106. (x+y)(1 +xy)=x2y+x+y+xy =y(x>+1)+x(y>*+1). Poniewaz 1+x?>0
i 14y*> 0 wigc podana nier()wnoéé mozna pmksztalcié do postaci

x 1 y

1+x 1+ 2\1 Latwo pokazal, ze e 2<2 T4y zs Dodajac stronami

powyisze nieréwnosci otrzymamy: +-1—+-J;—2< 1, co wystarczylo pokazaé.

1+x?
107. Przy zalozeniu a, beR,, z oczywistej nierdwnosci (/a—./b)*>0 otrzymamy
b
a—2./ab+b>0, skad *2>> /ab.

108. Przy zalozeniu a, be R, podang nier6wno$¢ mozna przeksztalca¢ nastepujaco:
—+3<\/E; 2ab<./ab(a+b);, 2,/ab<a+b; (\/a—./b)*20. Ostatnia nieréwnosé
jest oczywista.

109. Korzystajac z zadania 107, dla dowolnych liczb a, b, ¢, de R,

otrzymamy: a—> abi ﬂ?ﬁ
Stqda+b+c+d/f+f a+b+c+d J_+J_ o
Wykorzystujac ponownie zadanie 107 otlzymamy:
ab e e
L;"/—‘_‘fz //abed, czyti W%‘/abcd. Q

Z)i@: f‘ib:’;”%‘/abcd.

110. Korzystajac z zadania 109 otrzymamy:
a+b+c
a+b+c+

3 at+b+c
_—_— > 4 abc y
4 \[ 3

4
Sta,da+§+c>‘ abca+:+c, li(a+;)+c> ;abca+§+c.
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Dzielac obydwie strony ostatniej nierOwnosci przez

(a+:+c) > abe, a+I;+c>W'

111. Korzystajac z zadania 110 otrzymamy:

*>1stad 2424253,
y z x

3
l 1 x y x z y 2z
112, (x+y+2)| - =3+ - —+= )+ =+-).
x y x z x zy
Korzystajac z mda.nia 107 latwo wykazaé, ze:
Ze¥s2iZ4i50 4550
x zZ x zy

y
- 1
Stad 3+(’—‘+3)+(’-‘+5)+(X+3)>9. czyli (x+y+z)(—+

y x) \z x/ \z y x

113. Wskazéwka: Wykorzysta¢ zadanie 110.

114, Korzystajac z zadania 110 otrzymamy:
1 1 1
—t—t—

2 2 2
L%izar—azbzcz,wz, _____ ,
Stad, po pomnozeniu nieréwnoéci stronami:

1 1
2 2
@ +b+e )(ab be” ac) P s
9 23 pETER z.czyh( 2 +b%+c?)

115. Wskazéwka: Wykorzysta¢ zadanie 109.

116. Dla dowolnych a, b, c€ R: (a—bc)* +(b—ac)? +{c—ab)? >0.

Stad a+a?b? +b* +b*c* +c* +c*a* > 6 abc,
czyli a®>(1 +b%)+b*(1 +¢c*)+c* (1 +a*) =26 abe.

b
117. Przy zalozeniu ab>0:§+—>2¢>a’+b’>2ab¢(a—b)’>0.
a

Ostatnia nierOwnos¢ jest oczywista.

1 b b
118. Wskazéwka.(a+b)( ) 1+b+ +1= §+;+2.

119. Korzystajac z zadania 107 otrzymamy:
l+al . 1+ag . . l+a,,
2 2Ja, i 2 24081 .,1 2 ;ﬁ;

Stad 1+a,>2/a,i 148,>2,/as i .. i 1+a,22/a,
Mnozymy nieréwnosci stronami:

(1+a,)(1+a,)..(1+a)>2"/a,a,..a, Stad i z zalozenia a, -a,-..."

nierdwnosé: (1+a,)(1+a,)..(1 +a)>2"

a+b+c

otrzymamy

11
y 2

ab bc ac

1 1
++>>9.

a,=1 uzyskamy
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b
120. Latwo wykazaé, ze jeSli a>01i b=0, to fl—;—zﬂ/ab.

Poniewaz a, b, ce (0; 1), wigc a0 b>0,i c¢20,i 1—a>0,i 1—530,i 1—c>0.
Wobec tego:

1- b -
( “)+“ > Ji—aaid= )+ ,/(l—b)b,i(l—;)jz./(l—c)c, czyli
1
52\/(1—aa i 5;./(l—b)b, i 52./(1—c ¢. Mpozac ostatnie nieréwnosci

stronami: %2\/abc(1 —a)(1-b) (1—c¢), stad —l—zabc(l —a)(1-b)(1—c).

121. Przy zalozeniu a, b, ce R, podang nieréwnoséé przeksztatcamy do postaci
c(b—a)

b(b+c)

122. Korzystajac z zadania 121 i z zalozenia;
k+2a1+22a2+...+2"a,,<2k+2a,+22a2+...+2'a,,_ k+a,+2a,+..2" 1qa,
k+2by+2%b;+..+2%, 2k+2b,+2%b,+..4+2"h, k+b,+2b,+..+2" b,

123. Niech x+y>0. Widaé, ze |x| > xi|y| = y. Stad |x] + [yl > x + y, poniewaz x + y=|x + ],
wige [x|+|yl=Ix+yl. Niech teraz x+y<0. Widaé, ze [x|Z—=x i |y|>—y. Stad
x| +(y1> —x—y, poniewaz —x—y=|x+y|, wigc [x]+|yl=|x+yI.

124. Wykazmy najpierw, ze |x—y|< |x| +|y].
Widac, Ze: |x —yl = |x+ (= D)yl < x| +{(— Dyl =x| + Iyl.
Wykazmy teraz, ze |x|—|yl<|x— .
Zauwazmy, 7 x=(x—y)+y. Stad |x|=fx—y)+y/<Ix—yl+|yl. Wobec tego
xXl—Iyl<lx—yl.

>0, ktéra prawdziwa jest wtedy i tylko wtedy, gdy b>a.

§ 2. Wstepne wiadomosci o funkcjach

125. Funkgja nie ma miejsc zerowych.

126. Miejscami zerowymi sa wszystkie liczby niedodatnie.

127. Parzysta, 133. Nieparzysta,
134. Nieparzysta,
129. Nie jest parzysta i nie jest nieparzysta, 135. Parzysta,

128. Nieparzysta,

130. Nieparzysta, 136. Nieparzysta,
131. Nieparzysta, 137. Nieparzysta,
132. Parzysta, 138. Parzysta.
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Wtedy: f(x,)—f(xl)—i_ V2_y/2 =)
X, X1X,

X =%, <0 i x;x,>0, wigc f(x,)—f(x;)<0 co oznacza, ze funkcja f jest malejaca

w zbiorze R_.

. Poniewaz

139. Niechx,,x,e R_ix, <x,.

140. Rosnaca w zbiorze R,.

141. Niech x,, x, € Ri x; <x,. Wtedy: f(x,)—f(x;)=x3 —x} =(x, — %) (x2 +x, %, + x}) =
1 \* 3
=(x2—x1)|:(x2+§xl) +2x§].

1 \2 3 . .
Poniewaz x,—x,>0 i (xz +5xl) +Zx§>0, wiec f(x,)—f(x,)>0 co oznacza, ze
funkcja f jest rosnaca w zbiorze R.

142. Niech x,, x, € (1; ) i x, <x,. Wtedy:
S(x)—f(xy)=x3 — 2%, — x} + 2%, =(x} —x}) —2(x, —x))=
=(x; — X} (%3 +%,) —2(x; —xy) =(x; —X;) (x; +x; —2).

Z zalozenia x,—x, >0. Q)
Poniewaz x, .x,€(1; )i x, <x,, wigc x, 211 x,>1.
Stad x; +x,>2, czyli x, +x,—-2>0. 2

Z (1) i (2) otrzymujemy (x,—x,)(x, +x, —2)>0, czyli f(x,)—f(x,;)>0 co oznacza,
ze funkgcja f jest rosnaca w przedziale (1; o).

5
143. Malejaca w przedziale (— oo; 5>'

144, Rosnaca w przedziale (— oo; 2).

145. Zaloézmy, ze —1<x,<x2<1
*1 xle +X;—X,X3 X, (xz"xl)"‘xnxz(xz—xl)___
Sl =Sy} = 2+1 Al DR+ BDeE+1)
_Ga—x)(1— x1x2)
G2+ (xF+1)
Aby okresli¢ znak powyzszej réznicy, wystarczy zbadaé znak wyrazenia 1—x,x,.
Z zalozen: 1+x,201i 1—x,20. Stad (1+x,)(1—x,)=0, czyli 1 —x,x,2x,—x,.
Poniewaz x, —x, >0, wigc 1 —x,x,>0. Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale

{—1; 1),

.. X3—~X; 1 1

146. Niech x, <x, <0. Latwo sprawdzi¢, ze f(x,)—f(x,)= XXy ————].
X1X, Xy X,

Poniewaz x, <x,<0, wigc x,—x,>0 i x,x,>0 i —x—>0 i —x—>0. Zatem
1, 2
powyzsza réznica jest dodatnia, wiec rozwazana funkcja jest rosnaca w przedziale
(—o0; 0).
147. Wykazmy najpierw roznowartosciowosé funkgcji f.
Jeshi x,, x,€ Wi x, #x,, to f(x,)#f(x,), gdyz f(x)=x, i f(x;)=x,.
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148.

149.

150.

151.

152.

120

Jesli x,, x, € R\W i x, #x,, to —x, # —x,, wigc f(x,)#f(x;)

gdyz f(x;)=—x; i flx;)=—x;.

Jesli x, e Wix,e R\W, to x, #x,. Wtedy takze x, # —x,, wigc f(x,)#f(x,), gdyz
Sf(x)=x, if(x,)= —x,. Rozwazana funkcja nie jest rosnaca w zbiorze R (np. x; =2
i x2=ﬁ) oraz nie jest malejaca w zbiorze R (np. x; =./21i x,=5).

N flc+35)=f(x),
xeR
co zakonczy dowéd. Ustalmy dowolnie se W. Niech x bedzie dowolng liczba
wymierng. Wtedy x + s jest takze liczba wymierna. Stad f(x)=11if(x+s)=1, a wigc
Sf(x+s)=f(x). Niech teraz x bedzie dowolna liczba niewymierng. Wtedy x +s jest
takze liczba niewymierng. Stad f(x)=0 i f(x+5)=0, a wigc f(x +5)=f(x).

Wykazmy, Ze dla dowolnego s€ W prawdziwe jest stwierdzenie:

W zadaniu 148 wykazaliémy, ze kazda liczba wymierna rézna od zera jest okresem

funkcji Dirichleta. Wystarczy wigc wykaza¢, ze zadna liczba niewymierna nie jest

okresem rozwazanej funkcji. Przypusémy, Ze istnieje liczba niewymierna s taka, ze
/\ f(x+5)=f(x). Wtedy f(0+5)=£(0), czyli f(s)=£(0)

xeR

co jest sprzeczne, gdyz f(s)=0i f(0)=1.

Jezeli a=0, to funkcja g jest stala, a wigc jest okresowa. Niech a#0 i niech s#0
bedzie okresem funkgcji f. Wtedy dla dowolnego xe R:

g(x)=f(ax+b)=f(ax+b+s)=](a(x+£)+b)=g(x+§), co oznacza, ze funkcja

. .S
g jest okresowa o okresie —.
a

Podstawiajac do rownosci f(x+a)= 1+§:x; w miejsce x liczbe x+a otrzymamy:
+l+f(x)
1Hx+a) ) -
f(x+2a)_1—f(x+a) czyli f(x+2a)=——"— _1+f( ' skad f(x+2a)= I
1-f(x)

Podstawiajac do ostatniej rownoSci w miejsce x liczb¢ x+2a otrzymujemy

Sf(x+4a)= —f(x—-i—fa_)' czyli f(x+4a)= —:_1—1-, skad f(x+4a)=f(x). Ostatnia row-
Sfx)

noéé¢ oznacza, ze funkcja f jest okresowa o okresie 4a.

Liczba 0 jest miejscem zerowym funkgji f, gdyz: f(—0)= —f(0), czyli f(0)= —f(0).

Stad 2f(0)=0, a wigc f(0)=0. Poniewaz funkcja f jest nieparzysta, wigc wystarczy

wykazaé, ze liczby ms, gdzie me N s3 jej miejscami zerowymi.

Wiadomo, ze jezeli s jest okresem funkgji f, to takze liczby ms, me N s3 okresami

funkcji f. Stad f(ms) =£(0+ ms)=£(0) =0, co oznacza, ze liczby ms, m € N sg miejscami

zerowymi funkgji f.

153.

a) Przyjmujac w tozsamosci f(x+ y)=f(x)+f(y) wartosci x=y=0 otrzymujem\y'
J(0)=2f(0). Stad f(0)=0.

b) Dla n=0 oraz n=1 réwno$¢ jest prawdziwa. Gdy n> 1, to:
Fx)=f(x+x+...+ x)=f(x) +f(x) + ... +f(x) =nf(x).

n

¢) Niech n, me N. Wtedy: nf(x)=f(nx)=f(m~£'x)=m/(—-' )

m
Stad ](— x) =—f(x).
m

154. Przyjmujac w rowpaniu x=1 i y=0 otrzymamy f(1+0)=f(1)f(0), czyli

S()=£(1) f(0). Poniewaz f(1)>0, wiec f(0)=1.

155. Przyjmujac x=y =1 otrzymamy f(1-1)=f(1)+(1). Stad f(1)=2/(1), a wigc f(1)=0.

156.

157.
159.

Zalézmy, Ze istnicje funkcja f: R— R spelniajaca rozwazane rownanie.

Podstawiajac w miejsce x wyrazenie 1—x otrzymujemy 2f(1-x)+f(x)=1-x,
1

skad f(1 —x)=5[l —x—f(x)]. Wobec tego postac

réwnanie przyjmuje

1
2f(x)+%[1 —x—f(x)]=x skad po obliczeniu f(x) otrzymamy:f(x)=x—§.

1 .
Latwo sprawdzi¢, ze funkcja f(x)=x -3 spetnia rownanie 2f(x)+f(1—x)=x.

1
f(X)—4 4 158. f(x)=*le

Zalbzmy, e istnicje funkcja i R—R spelniajaca podane rownanie. Podstawiajac
do roéwnania w miejsce x liczbg —x otrzymamy:

af (—x)+ Bf(x)=(a+ B (—x+1). )
Jezeli a=0, to f#0. Wtedy Bf(x)=p(—x+1), skad f(x)=—x+1.
Niech a#0. Wtedy z (1):

f(—x)—( E>(_x+l)_2,(x) @

Podstawiajac do rownania funkcyjnego w miejsce f(—x) prawa strong rownoécx (2)
otrzymamy:

B g
af(x)+(ﬂ+ )(—x+l)——:f(x):(a+ﬂ)(x+1). Stad
(@—B)f(x)=(a+B)x+(a—B)

Jezeli o= P, powyzsza roOwnos< jest sprzeczna dla xeR.
a+
Jezeli a# B, to: f(x)=—§x+1

Latwo sprawdzié, ze powyzsza funkcja spelnia podane rownanie funkcyjne
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160. Korzystajac z nierdwnosci pomigdzy $rednig harmoniczng i geometryczna dla liczb

1 .
xi o przy dowolnie ustalonym xe R, otrzymamy nierownosé:

<1 przy czym réwnos$C jest prawdziwa wtedy i tylko

1 .
wtedy, gdy x=;, czyli gdy x=1. Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze

najwicksza warto$¢ funkgji f jest rowna 1.

161. Ponie?vai d}a x>0 mamy f(x)>0, dla x <0 mamy f(x) <0, a dla x =0, f(x) =0, wiec
funkcja f osiagnie wartos¢ najwicksza w punkcie nale2acym do zbioru R, . Ustalajac
dowolnie a, b, xe R, wykorzystamy nierdwno$é pomiedzy érednia arytmetyczng

ax?+b
=./abx?, czyli ax*+b>2x./ab.

x 1
Stad ax_’_-l-bsm’ przy czym rownos¢ jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy,

i geometryczng dla liczb ax? i b. Wtedy:

N b .
gdy ax?*=b, czyli gdy x= \/;. Najwigksza wartoé¢ funkcji f jest rowna

1 _ . .
;\/T_b' Poniewaz funkcja f jest nicparzysta, wigc najmniejsza warto$é funkcji

-1
dla x=—\/§.
2,/ab a

162. Korzystajgc z nieréwnosci pomigdzy Srednia arytmetyczna i geometryczna dla liczb
o 16 + 16 + 16
16 16 16 x x x_ [1616 16 48
x3, — — — ~ otrzymamy: ——————3 4/x% —.—. i x34—
x’ x’ y: 4 x x x’ » i X7+ x >32,

jest réwna

przy czym rownos< jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy x* = E, czyli gdy x=2.
x
Najmniejsza wartoscig funkcji jest 32.

163. f(x)=x*—x°=x*(1~-x?)= 22( ) (1-x¥)= 22— - (1 x%).

Korzystajac z nierdwnosci pomiedzy $rednia arytmetyczna i geometryczna dla liczb
x? x?

2 A s

, > 1—x* otrzymamy —————— >3 33

22 ) y 3 3 (1—x?),
x* x 1 x? x? 1 4

skad == (1 —x?)<—. Wobec te =222 g2 2
2 2 27 20 flx)=2% S (1=x)<2 =0

xR,

. . . . 4 2
Funkcja f najwicksza warto$¢ rowng 7 przyjmuje gdy §2—= 1—-x2,czylidla x= \/g .

122

164. Dziedzina podanej funkcji jest przedziat <0; 2). Zauwaimy, ze

fo)=/x+4 /1—§=ﬁ+2ﬁ./z—x.

Ustalmy dowolnie x € {0; 2). Wykorzystujac nierownos¢ Schwarza dla liczb a, =1,
4,=2./2, by=/x, by=/2—x otrzymamy: f(x)=/x+2/2-/2~x=
=il /3 +2/2/231< [P+ (/3P + (2= 9 =32
Zbadamy, czy istnieje takie x € (0; 2), ze f(x)= Sﬁ. Gdy xe{0; 2), to:
Vr+2/24/2-x=3\/2,

Wx+2/2/2—x*=18,

x+4/2./x(2=x)+8(2—x)=18,

4.2 /2 —x)=2+1x,

(4 2./x(2—x))2=(2+7x)2,

32x(2—x)=4+28x +49x?,

64x — 32x? =4+ 28x +49x?,

81x2—36x+4=0,

Ox~-2)%=

x_2
=5

2
Wobec tego funkcja f przyjmuje warto$¢ najwicksza réwna 3ﬁ dla x=§.

165. Oznaczmy przez x jeden ze skladnikéw. Wtedy drugi skiadnik jest réwny a—x.
Oznaczmy przez y iloczyn rozwainych skladnikow. Wtedy y=x (a—x). Oczywiscie
x €(0; a). Szukamy wigc najwigkszej wartosci funkcji (0; a)3x—x (a—x).
Poréwnujac érednig arytmetyczna i geometryczng dla liczb x i a—x otrzymamy:

_ 2
"+(‘2‘ ")2\/;(;__,‘, czyli ;;. /x(a—x). Stad %—;x(a—x), przy czym r6wnosé

jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy x=a—x, czyli gdy x=-;—. Z prze-
prowadzohych rozwazan wynika, ze funkcja okreslona wzorem y=x(a—Xx) osiaga

2

warto$¢ najwigksza towna —dlax= -2- .Szukanymi sktadnikami sa zatem liczby: 51 5

166. Oznaczmy przez x dhugos¢ jednego boku prostokata. Wtedy drugi bok jest rtowny
p—x. Oznaczmy przez S pole prostokata. Stad S=x(p—x), gdzie xe(0; p).

Postepujac podobnie jak w zadaniu 165 otrzymamy x=§. Zatem ze wszystkich

prostokatow o stalym obwodzie 2p, najwigksze pole ma kwadrat.
167. Oznaczmy przez x dlugo$¢ jednego boku prostokata. Wtedy drugi bok ma diugoéé

S 28
. Oznaczmy przez | obwod prostokata. Stad I =2x +—, gdzie x € (0; o). Wykorzys-
x x

43
tujac nieréwno$¢ pomigdzy érednia arytmetyczna i geometryczng dla liczb 4x i =
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168.

169.

170.

124

4s
dx4—
3 45
2 |4x

28
otrzymamy: czyli 2x+—>4ﬁ, przy czym roéwnos$é jest praw-
x

x b
4S

dziwa wtedy i tylko wtedy, gdy 4x=;, czyli gdy x=ﬁ. Z przeprowadzonych

rozwazan wynika, ze sposréd wszystkich prostokatéw o statym polu S najmniejszy

S
obwéd ma prostokat o bokach /S i 7§ czyli kwadrat.

Oznaczmy przez x dlugo$é krawedzi podstawy, przez y dlugoéé krawedzi bocznej
rozwazanego prostopadloscianu. Pole S powierzchni catkowitej jest wtedy rowne:
4y

| 4

§=2x?+4xy. Wiadomo, 7e x?y=V. Stad y=s3 Wobec tego S=2x’+;.

| 4
Oczywiscie x > 0. Szukamy wigc takiego x, by funkcja (0;00) 3 x—+§ =2x2 + f— osig-

x
gala warto$¢ najmniejszg. Zagadnienie powyzsze jest réwnowaine znalezieniu

v

takiego x, by funkcja (0;00)3 x—f(x)=x%+ .y osiggala wartoéé najmniejsza.
Ustalamy dowolnie x € R .. Wykorzystujac nieréwno$¢ pomiedzy érednia arytmetyczna

VY
i geometryczng dla liczb x2, i otrzymamy:
xt+ V+Y

Vv 2V
_;_x} 3/ x? oy czyli x’+—x—> 3¥V?, przy czym réwnoéé jest prawdziwa
x

| 4 | 4

wtedyitylkowtedy,gdyx’=;,awiecgdyx=\3/f’.1e§li x=3/f’,toy=—-=3/?’.

vy

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze najmniejsze pole powierzchni catkowitej
ma szedcian o krawedzi diugosci I/V.

Oznaczmy przez x, y,z dlugosci krawedzi prostopadioscianu wychodzacych z jedne-
go wierzchotka, przez V' objetos¢ prostopadioscianu. Wiedy V=xyz, gdzie x, y,
zeR . Korzystajgc z nierdwnosci pomigdzy érednig arytmetyczng i geometryczng

dlaliczb x, y, z otrzymamy 3/xyz<x+}’+z

.Stadizfaktu,iex+y+z=c:,3/xyz<§,

3

czyli xyz<2£7-, przy czym réwnos¢ jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy

x= y=z=§. Zatem wsréd rozwazanych prostopadloscianéw najwigksza objetosé
ma sze$cian.

Z okreslenia funkcji d wynika, ze d: R*— R, v {0}. Dla dowolnych x, y, x € R mamy:
d(x, y)=0e|x—~y|=0wx—y=0wx=y,

d(x, y)=lx~yl=ly—x|=d(y,x),

d(x, 2)=Ix—z|=|(x-y)+(y—2)|<Ix— Y +|y— 2l =d (x.y) +d(y.2).

171.

Wiasnoici: d: Z2—»R, U {0}, d(x, y)=0<>x=y, d(x, y)=d(y, x) wynikaja wprost
z okreslenia funkcji d.
Dla udowodnienia wiasnosci d(x, 2)<d(x, y)+d(y, z) rozwazamy przypadki:

1) x£y#z#x, 4) x=y=z,
2) x=y#z, 5) x=z#y,
3) x#£y=z,

ktore wyczerpuja wszystkie mozliwosci. W kazdym z wymienionych przypadkow
latwo dowodzimy 73dang nier6wnosé.

172. Whasnosci: &: n’—+ R, U {0}, d(4, B)=0<>A = B, d(4, B)=d(B, A), wynikaja natych-

173.

miast z okreslenia funkcji d. Dla udowodnienia wlasnosci

d(4, C)<d(A, B)+d(B, C) wykorzystamy nierdwnosé Schwarza:

laiby +a,b,1 < /a2 +a3 /b +b3.

Niech A=(x,,y,), B=(x,, y;), C=(x3;, y5). Trzeba wykazaé, ze:

\/(xs—x1)2+()’3 -y)? s\/(xz—xx)z""(,vz—}’l)z +\/(x3 ~X2)* + (13— y,)%
Przeksztalcajac nierownoéé otrzymujemy do udowodnienia:

=X1X3—Y1Y3+ X X2+ Y1 Y2+ X3 X3+ Y3 — X2 —y,2 <

<00 =%+ (2= 310 xs = %P + (13 =y,

Wykorzystujac nieréwnosé Schwarza wystarczy pokazaé, ze:

=Xy X3 = Y1¥3+ %X+ Y Y2+ XX+ Y,y — X3 —yi<

SI(x; =%} (x5 —x3) +(¥2~ y1) (3 — y,)l, czyli, ze:

=Xy X3 = Y1Y3+X X+ Y1 Y2+ X2X3 + Y,V — X3 —y3 <

€|=xX3 =y Y3+ XX+ Y, Y, + X3X3+ Y3 — X5 —y3|, a ta nieréwnos$é jest pra-
wdziwa.

Wiasnosci: d: n—+ R, {0}, d(4, B)=0<>A =B, d(4, B)=d(B, A) wynikaja wprost
z okreflenia funkcji d.

Niech A=(x,, y,), B=(x,, y2), C=(x3, y;). Wtedy:

d(A, B)+d(B, C)=Ix;~xg|+1yz = ysl +[x3 = X3l + |y3 =yl =(Ix; — x| + x5~ x,]) +
Hy2 =il +1y3 = 2D 2 xo =% +x3= 23|+ |y, =y, +y3—yal) =
=|x3—x,|+|y;—y,|=d(4, C).

§ 3. Funkcja liniowa. Réwnania i nieréwnosci stopnia pierwszego

174. Oznaczmy szukana funkcje przez f. Poniewaz jest to funkcja liniowa, wiec

J: y=ax+b. Punkt A=(—2, 3) nalezy do wykresu funkgji f,

wigc 3=—~2a+b. 4
Z tredci zadania wynika, ze dla argumentu x =2 funkcja f przyjmuje wartosé¢ y=0.
Stad 0=2a+b b4}
3 3
Z (1) i (2) otrzymamy: a= ~3 i b=§. Wobec tego szukana funkcja jest funkcja
3 3
[iy= —zx+5.
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175. y=—x-3. 176. y=2x—5. yA
177. Funkgja f jest okreslona nastgpujaco:
_ ) 2x dla x>0
Y=1-2x dla x<0 (ys. 1).

Rys. 1. 0 x>
178. Jezeli 1—x20, czyli x<1,t0 y=1+x+1—x=2. }
Jezeli 1 —x<0, czyli x> 1, to y=1+x—14x=2x. y{
Funkgja f okreslona wigc jest nastepujaco:
_§2 da x<1
Y=ox dia x>1 (ys. 2).
2
0 X
Rys. 2.
179. Jezeli xe(—o0; —1), to y=2(—x—1)+(—x+2)=—3x.
Jezeli xe{—1;2), to y=2(x+1)+(—x+2)=x+4.
Jezeli xe(2; ), to y=2(x+1)+{x—2)=3x (rys. 3).
7 }
ral
&,
3+
Rys. 3. 1 0 2 x
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180. Wskazowka: /a®=|a|.

181. Wskazéwka: \/x*+2x+1=/(x+ 1P =|x+1] i /x> —6x+9=|x—3|.

182. Rys. 4.

Rys. 4.

183. Jezeli x>0, to y=x+ 1. Jezeli x<0, to y=-—x—1(rys. 5).

yl}

Rys. 5.

184. Jezeli x—2>0, czyli x>2, to y=—x+2.
Jezeli x—2 <0, czyli x<2, to y=x+2 (rys. 6).

185. x=1.
7

186, x;e@;ﬁx

4

xy

Rys. 6. /
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—15
a2

189. Rownanie tozsamosciowe.

187. 188. Rownanie sprzeczne.

1 1
190. Podanemu réwnaniu rownowazna jest alternatywa: 3x + 3= 41ub 3x+ 3=~ 4 Stad

3
xX= g lub x= —'2- .
191. Jezeli 7x—1>0, to robwnanie przyjmuje posta¢ 7x—1=2x+3. Jezeli 7x—1<0, to
4 2
réwnanie przyjmuje posta¢é —7x+1=2x+3. Stad x =3 lub x=— 5

192. W przedziale (— o0; —2) podane réwnanie przyjmuje postac
—x—2-x+2=4.
W przedziale { —2; 2) podane rownanie przyjmuje postaé
x+2—x+2=4
W przedziale (2; o0) podane réwnanie przyjmuje posta¢ x+2+x—2=4.
Stad xe{—2; 2).

11 5
193. x=1lub X=_ 196. xe<—ﬁ; co). 199. Nieré6wno$¢ sprzeczna.
27
194. x€(2; o). 197. xe<£; oo).
1
195. xe(—oo; §> 198. xeR.

200. Podana nieréwno$é jest rownowazna ukladowi nieréwnosci: 3x—2<1

1
i3x—2>-—1.Stad xe(g; 1).

. o X+]
201. Podana nieréwno$é jest rOwnowazna alternatywie nierdwnosci: 5+—2—>3 lub

1
5+%< -3, Stad xe(—o00; —17)U(—5; ).

202. xe{20; 36). 204. xe(—o0; —1).
203. xe(—o00; —3)>U(5; ).

205. W przedziale (— co; —3) podana nieréwno$é przyjmuje postaé —x—3~—(—x)>1.
W przedziale (—3; 0) podana nieréwnos¢ przyjmuje posta¢ x+3—(—x)>1.
W przedziale {0; ) podana nieréwno§é przyjmuje postaé x+3—x>1. Stad
xe(—1; o0).

206. xe(-—-;-;%). 207. xe(—o0; 0)u(2; o).
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208. Dziedzing D, funkcji f bedzie zbidr rozwiazan ukladu nieréwnosci: 1—4x>0
i34+x#0,i3—x#0. Stad D, =(—co; —3)u(—3, %).

17 7
. D=3z .D,={=
209. D;=<3 2) 211. D, {5}

212. D,={—§}.

213. Zbiorem rozwiazan podanego ukladu nieréwnoéci jest przedzial ( —1; o). Stad
szukang liczba n naturalna jest 1.

210. D;=(—o00; —1)u(3; o).

214. Szukanymi liczbami naturalnymi sa liczby 2 i 3.
215. Szukanymi liczbami calkowitymi sa liczby: —2, —1, 0, 1, 3.
216. A={5; «©), B=(9; 10).

a) AUB=(5; ®), AnB=(9; 10), A—B=<(5; 9)u{10; ), B—A=(.
b) Rys. 7irys. 8.

7
1(;.: PN
AxB
YA v
.
%
g
0 3 X
BxA ST ‘é Rys. 7.
0 910 X
Rys. 8.

L , . . k— —
217. Rozwiazujac podane rownanie otrzymujemy x = 3 3 4 . Liczba 3k5 4 bedzie naleze¢

do przedziatu { —1; 2) wtedy i tylko wtedy, gdy k bedzie spetnia¢ uktad nieréwnosci:
3k—4> li 3k—4<2 Stad k 1 14>
—1i <2 —_ =
5 5 W73
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218. Podane réwnanie przeksztalcamy do postaci x(3a+2)=8a+15. Rownanie to ma

2
dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy 3a+2#0, czyli gdy a+ —5;

2
jest sprzeczne, gdy 3a+2=0i 8a+15#0, czyli gdy a= —3; dla zadnej wartosci

parametru a réwnanie nie jest tozsamosciowe.

1
219. Réwnanie ma dokladnie jedno rozwjgzanie wtedy i tylko wtedy, gdy a# _E; jest

1 5 1 5
sprzeczne, gdy a= -3 ib# _8; jest tozsamosciowe, gdy a= -3 ib= s
220. Podanemu réwnaniu réownowazna jest alternatywa réownan: ax=—b+1 lub
ax= —b—1. Réwnanie ma dwa rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy a#0; jest
tozsamosciowe, gdy a=0i(b=11lubb= —1); jest sprzeczne,gdya=0ib#1ib# —1.

221. Jezeli b<0, to rownanie jest sprzeczne. Jezeli b=0, to podane rownanie przyjmuje
postaé ax = 1. Gdy a#0, to réwnanie ma jedno rozwiazanie, gdy a=0, to réwnanie
jest sprzeczne. Jezeli b>0, to podane rownanie jest rownowazne alternatywie
réwnan: ax=b+1 lub ax= —b+1. Gdy a#0, to rownanie ma dwa rozwiazania,
gdy a=0 i b#1, to réwnanie jest sprzeczne, a gdy a=0i b=1 to réwnanie jest
tozsamosciowe. Rownanic ma jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy a#0
i b=0; ma dwa rozwiagzania, gdy a#0 i b>0; jest tozsamosciowe, gdy a=0i b=1;
jest sprzeczne, gdy b<0luba=0ib20ib#1.

9 11

222, x=——iy=—.
X sir=s5

223. Uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan (uktad réwnan zaleznych). Rozwiazaniami

-1
uktadu sa wszystkie pary (x, x—z—-) , gdzie xe R.

1 7
224. Uklad sprzeczny. 225, x=-2iy= -3 i z=3.

226. Uklad ma nieskonczenie wiele rozwiagzan. Rozwiazaniami ukladu sa wszystkie trojki
(—3z, z, z), gdzie ze R.

227. Uklad sprzeczny.
3p+4, 6p—7

230.

231.

232

233.

234.

235.

236.

237.

238.
figura Uk (rys. 10).

4m-—1i _m+1 Nale3
5 y= 5 alezy

m+1

5

Rozwiazujac podany uklad rownan otrzymamy: x=

. . o , 4m—1
znalez¢ wszystkie wartosci m, dla ktorych: ‘m—s— + <1. Rozwiazujac

powyzsza nieroOwnos¢ otrzymujemy: me (—1; 1).

Uklad ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy m# —3 i m#3;
ma nieskonczenie wiele rozwiazan, gdy m= —3; jest sprzeczny, gdy m=3.

Uklad ma dokiadnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy a# —2 i a#2;
ma nieskoficzenie wiele rozwiazan, gdy a=2; jest sprzeczny, gdy a=—2.

Uklad ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy a#2; ma

nieskoniczenie wiele rozwiazan, gdy a=21i b=§; jest sprzeczny, gdy a=2 i baé-lz-,
1
Prosta przechodzaca przez punkty (0, —1) i (—5’ 0).
1 . .
Prosta przechodzaca przez punkt (_Z’ 0) i prostopadta do osi x.

1
Prosta przechodzaca przez punkt (O, 5) i prostopadla do osi y.

Szukanym zbiorem punktow jest figura lUk (rys. 9).

Szukanym zbiorem punktow jest y 4‘ { k

3p+4 6p—7
228. Rozwiazujac podany uklad otrzymamy: x = 3 iy= 3 . Liczby p;— i p3

- . 3p+4_ . 6p—7 L
beda nieujemne wtedy i tylko wtedy, gdy: —3——20 1 -3—20. Stad rozwiazanie:

7
pe <3, oo).

2 4
229. pe(—oo; 5)\)(5, oo).
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239. Szukanym zbiorem punktow jest -
figura Ik (rys. 11). 0 2| t.| x
Rys. 9.
yh vh
k
1
0 x
1 x
{
-3
Rys. 10. Rys. 11.
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240. x2—4y*=0, vh
(x—29)(x+2y)=0, y
x—2y=01ub x+2y=0.
Szukanym zbiorem punktow jest
figura lUk (rys. 12).

241, y?+6x=x2+9, 0 X
y?=x2—6x+9, [
y2=(x—3)2’
y*—(x—3)*=0, Rys. 12

y—x+3)@p+x-3)=0.

y—x+3=01ub y+x—3=0.

Szukanym zbiorem punktow jest suma prostych o réwnaniach: y—x+3=0,
y+x—3=0.

242. Strona prostej o rownaniu 3x—y+ 1=0 do ktérej nie nalezy punkt (0, 0).

243. Potplaszczyzna, ktorej krawedzia jest prosta o rownaniu 2x+y+3=0 i do ktorej
nalezy punkt (0, 0).

244. Strona prostej o rownaniu 2x+3=0 do ktérej nalezy punkt (0, 0).

245. Polplaszezyzna, ktorej krawedzig jest prosta o réwnaniu 3y —5=0i do ktérej nalezy
punkt (0, 0).

246. Wskazéwka: Podanej nierownosci rOwnowaima jest alternatywa: x>2 lub x< —4.

1 5
247. Wskazéwka: Podanej nieréwnosci rownowazna jest koniunkcja: y>§ iy<—.

2
248. Wskazowka: Podanej nier6wnoéci rownowaina jest alternatywa: x+y>1 lub
x+y<-—1.
249. Wskazowka: Podanej nierdwnosci réwnowazna jest koniunkcja: x—3y<O0
i3x+y=0.

250. Wskazowka: Rozwaz przypadki: 1) x>01 y>0, 2) x>0i y<0, 3) x<0
iy20,4) x<0iy<0.

251. Wskazowka: Nastepujace warunki sg réwnowazne:
x>y,
x2—y2>0,
(x—=y)(x+y)>0,
x—y<0ix+y<Olubx—y>0ix+y>0.

252. Wskazéwka: Patrz rozwiazanie zadania 251.

253. Nastepujace warunki s3 rdwnowazne:
x2+y*<2x+4y—S5,
(x2=2x+1)+(y* -4y +4)<0,
(x—1*+(y—2)*<0,
x—1=0iy-2=0,
x=1iy=2
Szukanym zbiorem punkt6w jest zbior zlozony z punktu (1, 2).
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254.

255.

256.

257.

258.

259.

260.

Wskazoéwka: Nastgpujace warunki sa rOwnowazne:
3x2 4 8y?+14xy>0,

4x2+9y* + 14xy> x> + 7,

4x% + 12xy+9y* > x2 —2xy+ )2,
(2x+3y)2>(x—y),

(2x+3y)* —(x—y)*>0,
2x+3y—x+y)(2x+3y+x—-y)>0,
(x+4y)(3x+2y)>0,

x+4y>0i3x+2y>01ub x+4y<0i 3x+2y<0.

Wskazowka: Podanemu rownaniu réwnowazna jest alternatywa: x+y=20ix—y =0,
ix=1lubx+y20ix—y<0,iy=11lubx+y<0ix—y=20,iy=—1lubx+y<0
ix—y<0,ix=—1.

Wskazéwka: Réwnanie d(0, P)=2 jest rownowazne rownaniu |x|+|y|=2.
Wskazowka: Nierdwnoéé d(4, P)<1 jest townowazna nier6wnosci
x—1+ly—-1<1

Wskazowka: Rownanie d(4, P)=d (B, P) jest rownowazne rownaniu |x| +|y|=
=[x—1]+ly—1I.

Zbiorem rozwigzan ukladu nieréwnosci x—y+120ix+y—120,i —=3x+y+320
jest trojkat ABC, gdzie A=(1, 0), B=(0, 1), C=(2, 3) (rys. 13).

yh C

(=]
xy

Rys. 13. -3

Rownanie z=2x + y z niewiadomymi x, y gdzie z € R przedstawia rodzing wszyst!(ich
prostych réwnoleglych do prostej k: 2x+y=0. Warunki zadania bedg spetnione
dla prostej z tej rodziny, ktora przechodz przez punkt C. Stad z="7.

11

z=31 261. z,,.=8, Znin =g

262. Oznaczmy przez x liczbe uczniéw w szkole Pitagorasa. Z tredci zadania wynika, z¢

x musi byé liczba naturalna podzielna przez 4 i przez 7. Otrzymamy réwnanie:

1 1 1
§x+zx+7x+3=x. Stad x=28.
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263. 25 uczniow.

264. Oznaczmy przez x liczb¢ odpowiedzi dobrych, a przez y liczbe odpowiedzi ztych
uczestnika. Oczywiscie x, ye N i x>y. Z trefci zadania otrzymamy uklad réwnan:
x+y=3017x—12y=77. Stad x=23i y="7.

265. Oznaczmy przez x cyfre jednosci, przez y cyfre dziesigtek szukanej liczby. Oczywiscie
x, ye{l, 2, .., 9}. Ma ona posta¢ 10y + x, a liczba o przestawionych cyfrach postaé:
10x + y. Z tresci zadania otrzymamy uklad réwnan:
x+y=81i 10y+x=(10x+y)+36. Stad x=2 i y=6. Szukana liczba jest 62.

266. Szukana liczba jest 324.

267. Oznaczmy przez x pierwotna cene¢ ksiazki. Zakladamy, 7e x > 5358. Z treici zadania
otrzymamy réwnanie:

25 5 25
(x—-lb—dx)—m<x—mx> =5358. Stad x=17520.

268. Oznaczmy przez x pr¢dkosc statku wzglegdem wody, a przez y predko$¢ pradu rzeki |

i zalozmy, ze x>y>0. Z trefci zadania otrzymamy uklad réwnan: 2(x+y)=40

5
i E(x—y)=35. Stad x=17 i y=3 (mierzone w km/h).

269. Oznaczmy przez s odleglos¢ z Wroclawia do Szczecina, ktéra przebedzie statek -

plynacy Odra, przez t czas przeplywu wody Odry z Wroctawia do Szczecina
(mierzony w dobach) oraz przez x predkos$¢ statku wzgledem wody Odry. Za-

ktadamy,zet>0i x> ; (oczywiscie s> 0). Z tresci zadania otrzymamy uklad rownan:

3<x+§)=s i 6(x—;>=s, skad t=12,

270. Oznaczmy przez x cigzar miedzi i przez y cigZar cynku w rozwazanym stopie
(x,y€(0; 24)). Z tresci zadania otrzymamy uklad rownan:
100 1 100 1 26
+y=24i — —x+—'—y=—, Stad x=17Ni y=7N.
Xy 9 100777 10079 VX i
271. Oznaczmy przez x cigzar olowiu w stopie. Wtedy cigzar cynku w tym stopie jest
rowny 292—x. Oczywiscie xe(0; 292). Z trefci zadania wynika, ze cigzar cynku

31 21
w wodzie jest rOwny %’ a cigzar olowiu w wodzie jest rOwny 3 cigzaru tych metali

3 21
w powietrzu. Otrzymamy zatem, rdwnanie: 3(292—x)+5§x=261. Cierpliwie
przeliczajac otrzymamy x = 184. :
272. Oznaczmy przez x wiek dziadka, a przez y wiek babki. Zalozy¢ nalezy, ze x> y>0
i x<140. Wtedy x—y oznacza liczb¢ lat, o ktora dziadek byt starszy od babki,
a y—(x—y) oznacza wiek babki, gdy dziadek mial y lat. Z tresci zadania wynika
uklad réwnan: x+y=140i x=2[y—(x—y)]. Stad x=80i y=60.
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§ 4. Funkcja kwadratowa. Réwnania i nieréwnosci stopnia drugiego

273. a) b=—21ic= -3,
b) xe(—1; 3),
©) Ymin=—4dla x=1,
d) (—o05 1),
€) (—4 ),
f) Posta¢ kanoniczna: y=(x—1)*—4,
postaé iloczynowa: y=(x+1)(x~3),
g x=1.

b ..
274. Z tresci zadania wynika uklad rownan: —§=2 i5=22+2b+c
Stad b=—4ic=9.
. . b .
275, Z tresci zadania wynika uklad: a<0i —1=a+b+c, i —-2-;=2, ida+2b+c=1.

Stad a=~21b=8,ic=-T.
276. fix+1)—f()=a(x+12+b(x+1)+5—ax*—bx—5=2ax+b.
Zatem /\ f(x+1)—f(x)=8x+3, czyli /A 2ax+b=8x+3.
xeR xeR
Stad a=4ib=3. :
277. Niech f(x)=ax?+bx +c. Z tresci zadania wynika, ze
A a(x+1)*+b(x—~1)+c=2x*—3x+1 czyli, z¢
xeR
N\ ax*+(b-2a)x+a—b+c=2x"-3x+1.
xeR
Stad a=2ib—2a=-3ia—b+c=1
Po rozwiazaniu ukladu rownan otrzymujemy: a=2 i b=1,ic=0.
Zatem f(x)=2x?+x, skad f(x +1)=2x>+5x+3.

278. Niech x,, x, beda miejscami zerowymi funkcji kwadratowej y=ax%-+bx+c, a x,;
odcigta wierzchotka paraboli bedacej jej wykresem. Wiadomo, Ze xw=—2;

d +x2‘ Stad i z faktu, ze x, =1, a x,=2 wynika, z¢

b
i x1+x2=—;. Zatem xy =

liﬁ:l Wobec tego x,=3.

279. x=—5lubx=1

280, x=01lub x=1, lub x=—3,lub x=—2.

281. x=2 lub x=—2, lub x=3, lub x= —3. Wskazowka: Przyjmij, ze x2=t.
282. x=—1lub x=1, lub x=2, lub x=4. Wskazowka: Przyjmij, ze x> —3x=t.
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283.

284.

285,

x=—1lubx=1,1ub x=4, lub x = 6. Wskazéwka: Przyjmij, ze x> — 5x =t, otrzymasz
rownanie t(t—2)=24.

x=0 lub x=—4. Wskazéwka: Przyjmij, ze x> —4x+2=t, otrzymasz rownanie
t+6=t(t+2).

Podane réwnanie przeksztalcamy do postaci (xz —3x)(x?—3x +2)=120. Podsta-
wiajac x?—3x=t otrzymujemy réwnanie ¢(t+2)=120, ktérego rozwigzaniami sa
liczby t; = —12 i t,=10. Wobec tego rOwnanie wyjéciowe bedzie spetnione wtedy
i tylko wtedy, gdy x?—3x=—12 lub x2—3x=10. Stad x=—2 lub x=5.

286. Przenoszac x na prawa stron¢ i podnoszac obie strony rOwnania do kwadratu

287,

288,

289,

290.

136

mamy x2—6x+5=0. Stad x =1 lub x = 5. Wstawiajac uzyskane liczby do réwnania
wyjsciowego stwierdzamy, ze spetnia je jedynie liczba 1.

Uwaga: Ten sposob rozwigzywania rOwnan nazywa si¢ metoda analizy starozytnych.
x=7. Wskazéwka: Zastosu) metod¢ analizy staroZytnych lub ustal dziedzing¢
réwnania, zapisz réwnanie w postaci \/x—3+x—3=6 i przyjmij, ze \/x—3=t.

I sposdb (metoda analizy starozytnych)

Podnoszac obie strony danego réwnania do kwadratu otrzymujemy réwnanie

4x+2+2+2./4x+2/4x—2+4x—2=16, czyli rOwnanie ./4x*-1=4-2x.
Podnoszac obie strony ostatniego roéwnania do kwadratu mamy dalej

4x2—1=(4—2x)%. Stad x=%. Przez podstawienie tego wyniku do réwnania
wyjSciowego stwierdzamy, ze spelnia on to réwnanie. Wobec tego jedynym
rozwiazaniem danego rownania jest liczba -;—Z

Il sposéb

Przyjmujac, ze 4x+2—\/m=z tworzymy uklad réwnan:

JA4x+2—-/4x~2=2zi /4x+2+./4x—2=4. Mnoz3c, a takze dodajac te row-

nania stronami otrzymamy uklad: 4x+2—(4x—2)=4z i 2,/4x+2=z+4. Z r6w-
17
nania pierwszego z=1. Wobec tego 2,/4x+2=35. Stad x T Przez podstawienie

17
sprawdzamy, ze x=-1—6 spelnia rOwnanie wyjSciowe.

Po podniesieniu obu stron réwnania do kwadratu otrzymujemy

5x+7—-2./15x2+26x+7+3x+1=x+43, czyli 2./15x2 4+ 26x+T=Tx+5.
Podnoszac ponownie obie strony ostatniego réwnania do kwadratu mamy dalej

1
11x2+34x+3=0. Stad x=~3 lub x= T Przez wstawienie do rownania

1
wyjéciowego uzyskanych liczb stwierdzamy, ze spetnia je jedynie liczba TS

x&(—00; 2)U(6; ). Wskazéwka: Podanemu réwnaniu rOwnowazna jest nierow-
noéé x2 —8x+12>0.

291.

292.

293.

294.

295.

296.

297,

x€(— 00; 0)U(3; o). Wskazdwka: Podanemu réwnaniu rownowazna jest nierow-
no$é 3x—x2<0.
n=11. Wskazowka: Z tresci zadania wynika réwnanie 10n+7=n?—4.

Wyréznik tréjmianu kwadratowego stanowiacego lewa strong rOwnania jest rowny
(a—b)* +4c? i jak latwo zauwazyé jest nieujemny dla wszystkich rzeczywistych
wartosci a, b, c.

Jezeli rownanie kwadratowe ma rozwigzania « i §, to rOwnanie mozna zaPisaé
w postaci (x—a)(x—f)=0. Stad, po prostych przeksztalceniach otrzymujemy
x2—(a+p)x+af=0.

Niech x,, x, oznaczajg rozwigzania réwnania ax?+bx+c=0 w ktorym ac#0.

1.1 . o . .
Szukamy réwnania o rozwiazaniach — i o Z zadania 294 wynika, ze rOwnanie

Xy Xz

. 11 11 L .
to mozna zapisa¢ w postaci x> —[ —+— )x+—+—=0. Poniewaz liczby x, i x,
Xy X Xy X3
s rozwigzaniami rownania ax? +bx +c=0, wicc zgodnie ze wzorami Viete’a jest:
1 a .

Ly L ats_ b o 111 % Omaca to, 2 szukanym réwna-
X, X3 XyXy c X, X; X1%; C

b . .

niem jest réwnanie x2 +-x+ i 0, czyli rownanie cx?+bx+a=0.
c ¢

a) acx?—(b*—2ac) x+ac=0,

b) a*x?—(b%—2ac)x+ac=0,

) a®x?+(b*—3abc)x +c*=0.
Wskazowka: x3 +x3=(x, +X5)° —3x% x, = 3x, x5 =(%, +x5)* —3x, %, (x; +x,).

x2—-12x+3=0.

298. (x=—4iy=—11)lub(x=2iy=1)

3.
299. <x=—l iy=—3> lub <x=51y=2).

300. (x=3iy=0)1ub(x=0iy=-3)

301.

(x=—3iy=4)lub (x=11i y=0).

302. (x=1iy=ﬁ)1ub(x=—1iy=-ﬁ),lub(x=ﬁiy=1),1ub(x=-Jiiy=-1).
303, (x=1iy=5)Iub (x=5iy=1).

Wskazéwka: Przeksztalé réwnania do postaci (x+y)+xy =111 xy(x +y) =30 oraz
wprowadZ niewiadome pomocnicze: u=x+y iv=xy.

L (x=21iy=3)lub (x=31iy=2).

Wskazéwka: Doprowadz uklad do postaci (x+ y)P?—-2xy=13 i x+y+xy=11 oraz
wprowadz niewiadome pomocnicze: u=x+y i v=xJ.

. Po dodaniu i odjeciu stronami danych rownas otrzymujemy uktad: (x+y)>=49

i x2—y=1, czyli uklad rownan: (x+y=7 lub x+y=—7}i x?—y?=1.
Stad (x=4i y=3) lub (x=—4i y=—3).
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306. Warunki zadania b¢da spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony bedzie uktad 327. Nierownoé¢ /4—x?>x rownowazna jest alternatywie (4—x*20 i x<0) lub

rownati: p’ +(1-p)p—q—3=0i¢’+(1-p)g—q—3=0.Stad p=2ig=—1. (@-x220,ix20,i4—x?>x?). Stad xe{—2 /2).
3 ; 5 : 1 dziedzi ierd éci, zapisz nierdwno$¢ w postaci
307. xe(—4; 5), 312. xe <0; _>, 328. xe(3; 12). Wskachwka .Usfa‘ dziedzing nieréwnosct, zap: p
2 x—3—./x—=3<6 i przyjmij, ze x—-3=t.
2
308. xe(—o0; —2)U(2; ), 313 XE(—OO; _S)U(Z; ), 329. a) xe{4; 11). b) xe(—o0; —4)u{5; ).
330. Podanej nier6wnosci rownowazna jest koniunkcja X2=2x+3=tit@t+1)=t+4,
. > 5, czyli koniunkcja x2 —2x+ 3=t it2— 4> 0. Zbiorem rozwiazah nicrownoscit* —4 >0
W xel oo 2 v b3 @), b xek jest suma przedziatdw (—co; —2>U(2; ©). Zatem nieréwno$¢ wyjsciowa bedzie
R 318, x=3 spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy spetniona bedzie alternatywa xI—-2x+3< -2
310 xek, X lub x2—2x+3>2, czyli x> —2x +5<0 lub (x —1)* > 0. Poniewaz druga nieréwnos¢
311. Nieréwnos¢ sprzeczna. 316. xe(~3; 6). jest spetniona przez kazda liczbg rzeczywista, wigc podana nier6wno$¢ jest spelniona
i ista.
317. Nastgpujace warunki sa rOwnowazne: przez kazda liczbg rzeczywista
e — Il <6, 31, ae(=5 1). 334. D,=(—1; 0).
—6<xi-lx|<6, 332, xe(~+/5; 0). 335. D, =(0; U (l; /3.
(x=20ix2—x+6>0,i x?*—~x—6<0)lub (x<0ix>+x+6>0,i x*+x—6<0), B N _4 336, Dom(—2 —13 0L 2.
(20 i x*—x—6<0) lub (x<0 i x?+x—6<0). 333. x=2lub x=3, lub x=4. Dp=(=3 —DudD.
Stad xe(-3; 3). 337. Rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do rozwiazania ukladu nieréwnofci: x>0
H 2 __ 2 2: X
318. Danej nieréwnosci rownowazna jest alternatywa: i2x2—x>x?+2. Stad x€(2; o)
x<—1 —-1<x<1 x=1 338. AuB=(-3;5), AnB={0; 3), AAB=(3; 5), B\A=(-3; 0).
—x—l-x+lzx X+1-x+1>x? x+1+x—12x% 399, AU B=(—0; ), AnB=(~4 —1)u(l; 4), A\B=(—1; 1),
Stad xe{(—2; 2). B\A=(—o0; —4)u(4; ).
319, xe(—o00; —2)U{2; ). Wskazowka: Przyjmij, ze x2=t. 340. AU B=(—00; ®), AnB={~=2 —=1)u(]; 2), AAB=(—a0; —2)U(2 ),
320. xe(—o0; —1)u(l, 4 U (6; o). Wskazéwka: Przyjmij, 2¢ x> —5x=1. B\A=(-11).

341 AnB=(—4 —/2H)u/2 2.

3 5
321 x E(—E; - 1) U(E; 3>. Wskazéwka: Przyjmij, 7e 2x2—3x—6=t, otrzymasz 342, BuA=(—1; 2.

nier6wno$¢ (t—2)t<3.

343. Rys. 14.

322. Podanej nieréwnosci rownowazna jest nierdwnosé (x2 + 3x) (x2 + 3x + 2) < 24. Przyj-

mujac, ze x2 + 3x =t otrzymujemy nieréwnosé ¢ (¢ + 2) < 24, ktorej zbiorem rozwiazan

jest przedzial (—6; 4). Wobec tego nierownos¢ wyjsciowa bedzie spetniona wtedy

i tylko wtedy, gdy —6<x?+3x<4. Stad xe(—4; 1. A
323. xe<0; 9)>. Wskazowka: Ustal dziedzing nierownosci i przyjmij, ze \/; =t. 9+
324. Nierébwno$¢ ./3x—2<x—2 rébwnowazna jest koniunkcji 3x~2>0 i x—2>0,

i3x—2<(x—2) Stad xe(6; o).

5
325. Nierowno$¢ /2x—3>x—9 réwnowazna jest alternatywie 2x—3>0 i x—9<0)
3

lub (2x—3>0i x—9>0,i 2x—3>(x~9)?). Stad xe <§; 14).
326. Nieréwno$¢ /3 —|x|<x—1 réwnowazna jest koniunkcji 3—|x}20 i x—120, 3 ? : T

i 3—|x}<(x~1)2 Stad xe(2; 3). Rys. 14.
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344. Rys. 15. 7 347. Poniewaz x2+x+./(x2+1)}~4x?=x*+x+./(x>—1)*=x>+x+|x>—1], wiec
y=x2+x+[x?—1]| (rys. 18).
y
17} 1
"“/\
2
, —_—
Rys. 15. of 2 & x 2t 10+
345, Jezeli x>0, to y=x*—dx—5, jesli x<0, to y=x?+4x—S5 (tys. 16). ‘ N o R
-1 0[] 1 x 32 0| 23 x
Rys. 18. Rys. 19.

Xy

348. Rozpatrujac przypadki:
1. x2=920 i x>—42>0,
2. x2-920 i x2—-4<0,
3. x2-9<01i x?—420,
4, x2-9<0i x*—-4<0,
stwierdzamy, ze podanej w zadaniu funkcji réwna jest funkcja:

Rys. 16. 2x2—8 dla xe(—o0; —3)u {3 ©)
={10 dla xe{-3; —2)u<{ 3)
—2x*+18  dla xe{~2; 2) (rys. 19).

346. Jesli x2 —4 20, czyli jesli x e (— 00; —2)U{(2; ), to y=2x2—4, jesli x> —4 <0, czyli
jesli xe(—2; 2), to y=4 (rys. 17). 349. D, ={~2;2}. Wykresem funkji jest zbi6r Zlozony z punktéw: A =(—2, 4)i B=(2, 4).

350. Réwnanie f(x)=m bedzie mie¢ trzy réine rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy

sh me(0; 1) (rys. 20).
7
4 1¢
. . - 2 o] 1 X
Rys. 17. -2 0 2 X Rys. 20 /l
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351. Latwo zauwazy¢, ze jesli a<O0, to wykres funkcji y=|x2+2x— 3| (rys. 21) nie ma
punktow wspolnych z wykresem funkcji y=a. Oznacza to, z¢ w tym przypadku
k=0. Rozumujac analogicznie stwierdzamy, ze : jesli a=0 lub a>4, to k=2; jesli

a=4,to k=3; jedli 0<a<4, to k=4.

Wobec tego szukana funkcja k=f(a) jest okreslona nastgpujaco:

0 dla a<0
k=4 2 dla a=0lub a>4 yh
~) 3 dlaa=4
4 dla 0<a<4 (rys. 22).
A._
3
Y
34 o X
4LO o) Rys. 21.
3r [
24 o
o 5 X
Rys. 22.
352, Rys. 23.
Rys. 23.
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7]

353. Rys. 24. 354. Rys. 25.
i
-z g
,é 0 } X
//A
Rys. 24.
355. Rys. 26. yh
6
/é 0 é\ ?
356. Rys. 27. 7]
13
z
_1" ;I—:U 47
17
2

Rys. 25.

Rys. 27.
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357. m=3lubm=-1. 359. ke(—o0; —6)U(2; ). : 366.

10 1
358. m=5lub m=1, lub m=——§-. 360. ke(—oo; —1)u<—1; —5>u(3; ).

361. Roéwnanie nie ma rozwiazan rzeczywistych gdy ke(—2; 6), ma dokladnie jedno
rozwigzanie, gdy k=—2 lub k=6, oraz ma dwa rézme rozwijzania, gdy 367
ke(—o0; —2) U (6; ).

2 L.
362. Réwnanie nie ma rozwigzan rzeczywistych, gdy ke(—7-; oo), ma dokladnie jedno 368.

2 . L
rozwiazanie, gdy k=-7- lub k= —2, oraz ma dwa rozne rozwiazania,

2
gdy ke(—o0; —2)U<—2; ;)- ki

363. Rys. 28. 1 170.
0 dla me(z; 1> 2_0
1 1§
k=(1 dla m=- e 371.
4
—_— Tt
1 - < m
2 dla me<—1; Z) 1T 0z 1 372.
364. Rys. 29. ) Rys. 28. 3.
0 dla me(—; 1)
5
2
y={(1 dla m=-2 lub m=§, lub m=1
2 374.
2 dla me(—o; —2)u| =2 3 v(l; o).
yA
-0 2 Y o- 375.
] 11 e .
-2 0 _z‘: 1 m Rys. 29.
365. pe(=o0; —3)u(1; ). Wskazéwka: Podany uklad bedzie sprzeczny wtedy i tylko 376.

wtedy, gdy sprzeczne bedzie rownanie x2+(x+p)*—2x—1=0, czyli rownanie
2x242(p—1)x+p*—1=0.

369.

Podany uktlad jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy me(—o0; —5) U (5; 0); ma
dokladnie jedno rozwiazanie, gdy m= — 5 lub m=5; ma dokladnie dwa rozwiazania,
gdy me(-5; 5).

Wskazowka: Liczba rozwigzan podanego ukladu jest rowna liczbie rozwiazan
réwnania x2=(2x+m)?=5.

. Uklad jest sprzeczny, gdy me(0; 8); ma dokladnie jedno rozwiazanie, gdy m=0 lub

m=8; ma dwa rozwiazania, gdy me(— c0; 0) U (8; o).

3
pe <— 1; §> Wskazowka: Podane zbiory beda rozlaczne wtedy i tylko wtedy, gdy

uklad réwnan y=x2+px—p? i x+y= —1 z parametrem p bedzie miat co najwyzej
jedno rozwiazanie.

me(0; 3). Wskazowka: Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy
A>01 x,x,<0.

ke(—oo; —\/§)u(\/§; 2>. Wskazowka: Warunki zadania beda spelnione wtedy
i tylko wtedy, gdy A>201i x,x,>0.

9
ke(i; oo). Wskazowka: Warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy,
gdy A>01 x,x,>01i x, +x,<0.
me(9; o). Wskazowka: Warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy
A>01x,%,>01 x; +x,>0.

7
m=§ lub m=4. Wskazéwka: Warunki zadania bgda spetnione wtedy i tylko wtedy,

+
gdy 4201 xlxz=xl 5 %2,

5
me(s; 3). Wskazéwka: Niech x, oznacza rozwiazanie dodatnie, x, rozwiazanie

ujemne, a 4 wyréznik danego réwnania. Nalezy zbadad, kiedy A>0 i x,x,<0
i x,>|x,| czyli kiedy A>01i x,x,<01i x; +x,>0.

Podane rdwnanie ma rozwiazania, gdyz jego wyrdznik jest dodatni. Zauwazmy, ze:
xPo+xx3 XX (% +x) XX, (Xy +X3)

2x2—3x,x,+2x3 2x2+x2)—3x,%; 2[0¢; +%X2)* —2%,X,] — 3%, X, =

Xy %5 (%1 +X5)
T2k, %P —Txy X,
Ale ze wzorow Viete’a wynika, ze x, +x,=—3 i x;x,=—2
xix, +x,x3 3

Wobec tego ————————=—,
B0 Xt 3x,x, 423 16

4
me ( —00; — ;) U(2; o). Wskazéwka: Warunki zadania beda spelnione wtedy
i tylko wtedy, gdy A>0 i x?+x3>8, czyli gdy 4201 (x, +x,)* —2x,x,>8.
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371. a= —4. Wskazowka: Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy
A20i x2+x3=2(x, +x,), czyli gdy A>0 i (x, +x,)* —2x,%, =2(x, +X,).

378. m—1. Wskazowka: Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy A>0
ix2+x2=1czyli, gdy A201i (x, +x,*—2x;x,=1.

379. k= —3. Wskazéwka: Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy
A>01 (x;~x,)* =16 czyli, gdy A>0 i (x, +x,)* —4x,x,=16.

380. Warunki zadania bgda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiazaniami réwnania
x2 +4x + k=0 beda liczby x, i 3x,. Tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy 16—4k>0
ix,+3x;,=—41x,(3x,)=k Stad k=3.

381. m=—2lubm=2.
382. Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiazaniami rownania
5
2x2+mx+30=0 beda liczby x, i Sx,. Tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy

5 5
m?—240>01 x,+3x, = —gi x, (§x1>=15. Stad m=—16 lub m=16.

33
383, m=-21lub m=?. Wskazowka: Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko
3x,—11

wtedy, gdy rozwiazaniami podanego réwnania beda liczby x, i

384. Niech A oznacza wyroznik funkcji kwadratowej f(x)=x2+(m—3)x—2m+6, a x
odcieta wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji. Warunki zadania beda
spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy 4>0 i f(1)>0 i xp>1, czyli gdy

(m—32—4(-2m+6)>0i1+m—3-2m+6>0,i +3>1. Stad me(-5; 1).

me CO'9
3 '3/

11
386. me(4; ?) Wskazowka: Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy,

gdy [m—4>01i A>01i f(1)<0] lub [m—4<0 i A>0 i f(1)>0], gdzic A jest
wyrdznikiem funkcji kwadratowej f(x)=(m—4) x> —4x+m—3.

&

387. Niech A oznacza wyrdznik funkcji kwadratowej f(x) =x* —mx +2m— 3, a x,, odci¢ta
wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji. Warunki zadania beda spelnione
wtedy i tylko wtedy, gdy 4>0 i f(—1)>0, i f(5)>0, i —1<xp<5, czyli gdy

2
m?>—8m+12>0i3m—2>0,i —3m+22>0,i —1<g<5. Stqdme(S;Z) u(6;232).

5
388. me(— 0; 5) Wskazowka: Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy,

gdy A>0 i f(0)<0 i f(—1)<0, gdzie f(x)=x>—(m—1)x+2+2m—5, a A jest
wyrdznikiem funkcji f(x).

146

5
389. ae(z; oo). Wskazowka: Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy,
gdya—1>01i 4<0.

390. ae(—o0; 1). Wskazéwka: Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy,
gdy a—2<0i 4<0.

391. ae(0; 2). Wskazowka: Warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy
a=2lub (4—a2>0i A<0).

392. me (3; o).

393, 3+4px)>—p(1 +x)e>px? +px+p+3>0. Oznaczmy przez 4 wyrdéznik tréjmianu
px2 + px + p+ 3. Nier6wnos¢ px® + px + p+ 3 >0 bedzie spelniona przez kazda liczbe
rzeczywista x wtedy i tylko wtedy, gdy p=0 lub (p>0i 4 <0). Stad pe (0; ).

394, Dziedzing funkcji y=./x>—kx+k bedzie zbior R wtedy i tylko wtedy, gdy
A x2—kx+k>0, czyli gdy k*—4k<0. Stad ke {0; 4).
xeR

395. Dziedzing podanej funkcji bedzie zbior R wtedy i tylko wtedy, gdy
N\ x*—kx+1>0, czyli gdy k*—4<0. Stad ke(—2; 2).
xeR

396. Latwo sprawdzamy, ze nierdwnos¢ jest prawdziwa, gdy a, =a,=...=q,=0.
Zaléimy, ze a? +a3 +...+a2>0 i rozwazmy funkgcje f(x)=(a,x—b,)* +
+(azx—b)* +...+(a, x—b,)>
Widaé, z2¢ A\ f(x)=0. )
xeR
Przeksztalcajac funkcje f otrzymujemy:
f)=(@+ai+..+a2)x>=2(ab, +ab, +..+a,b,) x+ (b} +b3+..+b}).
Funkcja f jest funkcja kwadratowa, gdyz af + a% + ... +a? > 0. Oznaczmy jej wyréznik
przez A. Ze wzgledu na (1) otrzymujemy 4<0. P))]
Ale A=4(a,b, +ab, +..+a,b,)>—4(a} +a3+..+a?) (b3 +b} +..+b3).
Stadiz(2)
4(a,b, +a,b,+...+ab,)? —4(a} +a +..+a2) (b} + b3 +..+ b3)<0, skad po lat-
wych rachunkach otrzymujemy nieréwno$¢ Schwarza.

397. Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy
/\ ax*—(2a—1)x+2a—1>0. Tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy a>0
xeR

i 2a—1)*—4a(2a—1)<0. Stad ae(%: w)-

1
398. \/ A ax®+2x+4>0< \/ (@>0i4—16a<0) < \/ a>7.

acR xeR acR acR
Z rébwnowaznosci oraz prawdziwosci ostatniego zdania wynika prawdziwosé zdania
pierwszego.
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399.

401.

402.

403.

148

AV x*=p*=pxe A \/ x*—px—p’=0< A PP+4p* 20«
PeER xeR peR xeR PeER

< /\ pr=0.

PER
Z rownowaznosci i prawdziwosci ostatniego zdania wynika prawdziwos¢ zdania
pierwszego.

. Poniewaz prawdziwe sa rOwnowaznosci:

N t2+tx+1>0ex?—4 <0< xe(—2;2), wigc A=(—2; 2). Podobnie rozumujag

teR
) . 1 1

stwierdzamy, ze B= <Z’ oo). Zatem A\B=<—2; Z)
[x2—x|—2<0e[x?—x|<2 e —2<x?—x <2< xe(—1; 2), oraz

V pPP++1)p+1<0<s(x+1)*—4>0< xe(—00; —3)U(l; ). Oznacza toy
reR
ze A=(—1;2), B=(—00; —3)uU(l; ). Zatem AnB=(1;2).
Warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy

N\ 4m*—4(Q2m—k¥)>0, czyli gdy A m?—2m+k*>0.
meR meR
Tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy 4—4k? <0. Stad ke(—o0; —1) U (1; o).

(i)

. Oznaczmy przez x ditugo$é jednego boku prostokata. Wtedy bok do niego

d—2x

prostopadly ma dlugosc

d-2 d d
P(x)=x- X x? + 7% Zakladamy, ze xe (0; 5) . Szukamy wigc takiego x,

. Oznaczmy dalej przez P pole prostokata. Wtedy

2
(. d , d o .y
aby funkcja 0;5 a3x—P(x)=—x +§x osiggala wartos¢ najwicksza. Poniewaz

wazana funkcja jést funkcja kwadratowa, wigc z jej wlasnosci wynika, ze P przyjmuje
d

"2 dfd (. d d d-2x d
rtoéé najwiek =——=—|Ze{0: =] ] Jezeli x=- = .
warto$¢ najwigksza dla x ) 4(46( ,2>> Jezeli x 4,to 3 2 Szuka

d
nym prostokatem jest zatem kwadrat o boku dlugosci e

. Ze wzordéw Viete'a: x,+x,=—a i x,x,=a—2, gdzie x, i x, sa rozwigzaniami

réwnania x? +ax + a—2=0. Oznaczmy przez y sum¢ kwadratow rozwiazan poda-
nego rOwnania.

Wtedy: y=x3 +x3=(x, +x,)* —2x,x,=x*—2a+4.

Szukamy wiec takiego a, aby funkcja R3a—y=a’>—2a+4 osiagala warto$¢ naj-
mniejsza. Z wlasnoéci funkcji kwadratowej tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy a=1.

406.

407.

Przy oznaczeniach z rys. 30 obj¢tos¢ powstatej bryly wyraza si¢ wzorem

2

V=§1rr2h. m

Rys. 30.

Po zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa do trojkata BOC stwierdzamy, ze

BC=./r>+h2 Poniewaz obwdd obracanego trojkata jest réwny 18, wigc

2BC+AB=18, czyli 2./r* + h* +2h=18, skad r*=81—18h. ¥)]

Laczac rownosci (1) i (2) otrzymujemy V(h)= — 12rh? + 54nh.

Dziedzing D, funkcji V okreéla uktad nieréwnosci: h>01i 81 -18h>0.

Zatem Dv=(0; ;) . Z wlasnoéci funkcji kwadratowej wynika, ze funkcja
—-54 9

V(h)= — 12nh? + 54nh osiaga warto$¢ najwigksza dla h= —u =Z<_ € Dy> .

9 81 9 27
Jezeli h=Z’ to r2=?, a tym samym AB=2h=-2—, a BC=~/r’+h2=T.
Wobec tego objetoéé wymienionej w zadaniu bryly bedzie najwicksza wtedy i tylko

1
wtedy, gdy podstawa obracanego trojkata rownoramiennego bedzie dlugosci 4—cm,

2
. .3
a jego rami¢ 6Zcm.
Przy oznaczeniach z rys. 31 pole prostokata KIMN wyraza si¢ wzorem,
P=xy. (rys. 31). c (1)
Poniewaz ACMN ~ACAB (cecha kk podo-
bienistwa trojkatow), wi CP_MN 7|7
, Wige ——=——.
iefistwa trojkatow), wigc T N 5
3
Ale AB=aiMN=xicu=f'-2‘/_— y
: a/3
1CP=CD—y=T—y. A K D L B
a/3 Rys. 31.
4
2 3—-x,/3
Zatem E Stad y=5£2—‘/-. @

is—_-
2
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3 3
Laczac rownosci (1) i (2) otrzymujemy P (x)= —%x2+%x. Dziedzing funkgji

P jest zbior rozwiazan ukladu nieréwnosci x>0 i >0, czyli przedziat

ofi-x/3
2

3 3
(0; a). Z whasnosci funkcji kwadratowej wynika, ze funkcja P(x)= —§x2+ix

2
_a/3

2
osiagga warto$¢ najwigksza wtedy i tylko wtedy, gdy x=—7_—=g<ge(0; a)).
3
2 ==

. Zatem wsrod prostokatéw wpisanych w tréj-

g8 _a\/i—x 3_%
Jeshx—i,toy———————————2 =

kat réownoboczny o boku dlugosci a, najwigksze pole ma prostokat o bokach
a a\/§
dlugosci - i ——.
ugosci 21 4

408. Zauwaimy, ze okno bedzie przepuszczato maksymalng ilosé $wiatla wtedy, gdy pole

409.

150

S powierzchni tego okna bedzie najwicksze.
. L)
Przy oznaczeniach z rys. 32 mamy S=2xy+-2-1rx .

1 2p—2x—
Ale 2x+2y+§2nx=2p. Zatem y=p—;—nx.

Rys. 32

+4 . .. L, .
Wobec tego S(x)= -5—2— x% +2px. Dziedzing Dy funkcji § bedzie zbidr rozwigzan

2p—2x—mx

ukladu nieréwnoéci: x > 01 >0.Stad Dg= (0; ;f—) . Z wlasnosci funkcji
n

4
kwadratowej wynika, ze funkcja S (x)= ——n—;—x’ +2px osiaga warto$¢ najwicksza

. —2p 2p [ 2p
tedy i tylko wtedy, gdy x=—————<=——| ——€Dy].
wtedy 1 tylko Y, gdy x 2( 1H_4) n+4(n+4e s
2

2 to -Ix—mx_ 2 Zatem dlugosci bokd tokatnej
=, e A P A em odci

+4 y 3 —w g ow prostokatnej
. . . 4p . 2p

ici ok D=t § pm et

czesci okna powinny wynosic 2x —w iy —y

Jezeli x=

Kwadrat, ktérego bok ma dlugosé 3 cm.

410.

411.

m=6.
Z treéci zadania wynika, ze rozwiazaniami réwnania ax? + bx + ¢ =053 liczby postaci

‘o b, c
x,12x,.Stad i ze wzoréw Viete'a otrzymujemy rownosci: x, +2x, = — -ix 1(2x4) ==

b\? ¢ a2
Zatem 2 —— ) =-, czyli 2b*=9ac.
3a a

9
412. Poniewaz 2b*=9ac i ac #0, to bz—iac=0 i ac>0. Zatem b*—4ac>0. Oznacza

413.

414,

415.

b= /7 —dac

to, ze rownanie ax?+bx+c=0 ma dwa roézne rozwiazania x, = 52

—b+./b*— ' 2b?
i xz.—.—-—l—’%i‘—c-. Ale z rownosci 2b® =9ac wynika, ze ac=—-9——. Wobec tego
a

_3b—|b| . "‘3b+|b| - ~b . -2 o

Xy = 6a 1x,= PR Jesli b20, to x‘=-§a— i x2=7, a jesli b<0, to
T i dku drugi

x1=—§ i x2=§-. W przypadku pierwszym x,=2x,, a w przypadku drugim

X, =2x,. Oznacza to, z¢ podane twierdzenie jest prawdziwe.

Przypusémy, ze mp=2(n+gq) i obydwa réwnania nie maja rozwigzan. Wtedy
p*—4q<0im*—4n<0.

Dodajac te nierbwnosci stronami otrzymujemy m?*+ p*—4(n+4)<0. 1)
Poniewaz mp=2(n+q), wiec 4(n+q)=2mp. 2)

Z (1) i (2) wynika, ze m* +p? —2mp <0, czyli (m—p)? <0, co jest sprzeczne.

Niech x, bedzie wspolnym rozwigzaniem podanych réwnan. Oznacza to, ze
prawdziwe sa rownosci: x3 +mx, +n=0 i x} + px, +¢=0. Odejmujac te réwnosci
stronami otrzymujemy (m—p)x, +(n—g)=0. Jezeli m—p=0, to n—g=0, wobec

n— . . .
czego (n—q)? =(m—p)(np—myq). Jezeli m—p#0, to x, = -—’—n—_—‘;. Stad i z réwnosci

i 4 m—p
prostych przeksztalceniach otrzymujemy réwnos¢ (n— q)* =(m—p)(np—mg).

—ag\2 —
x24+mx, +m=0 wynika, ze (n q) -—mn q+n=0. Z ostatniej réwnosci, po
m

Jesli x, jest wspolnym miejscem zerowym wymienionych w zadaniu funkgji, to
prawdziwe sa rownosci x3 +ax, +1=0i x} +x, + a=0. Z drugiej rownosci wynika,
e a=—xi—x,. )
Wstawiajac powyisze wyrazenie do rownosci pierwszej otrzymujemy
x4+(—x3—x,)%,+1=0. Stad x3}=1, czyli x, =1. Q@
Laczac réwnosci (1) i (2) stwierdzamy, ze a= —2. Latwo sprawdzi¢, ze jesli a= -2,
to podane w zadaniu funkcje maja wspolne miejsce zerowe i jest nim x=1. Wobec
tego warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy a=—2.
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416.

417.

418.

419.
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Poniewaz /\ 5lak?+bk+c, to

keC
SLf(1),  czyli Sla+b¥c, §)]
51f(=1), czyli Sla—b+c, @
51£2),  cayli Si4a+2b+c. o)

Z (1) i (2) wynika, ze 5| f(1)—f(—1), czyli 5]2b. Wobec tego 5|b, gdyz be C.
Wykorzystujac podobnie z (3) i (1) stwierdzamy, ze 5| f(2)—f(1), czyli 5|3a+b. Stad
iz 5k aamy 5|3a. Ale ¢ = C, wigc 5|la. Poniewaz 5|1 5|b i Sla+b + ¢, wigc 5ic.

Przypusémy, ze przy podanych zalozeniach, funkcja y=ax?+bx+c ma miejsce
zerowe wymierne g , gdzie p, q sa wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi. Wtedy

prawdziwa jest rowno$é ap®+bpq+cq? =0, ale poniewaz a, b, ¢ sa liczbami
catkowitymi nieparzystymi, to a=2k+11 b=2l+1, i c=2m+1, gdze k, I, meC.
Wobec tego prawdziwa jest rowno$¢ (2k+1)p*+ (21+1)pg+(2m+1)g* =0, czyli
réwno$é 2 (kp? + Ipq +mq?) + p? + pq + q¢> =0. Stad wynika, e liczba p? + pq + > jest
podzielna przez 2. To jest niemozliwe, bo przeciez p i q sa wzglednie pierwszymi
liczbami catkowitymi. Tak wigc moga zaj$¢ tylko dwa przypadki:

— liczby p i q sa obie nieparzyste,

— jedna z liczb p i g jest parzysta, a druga nieparzysta.

Latwo sprawdzié, ¢ w obu tych przypadkach liczba p®+pq+gq* jest liczby
nieparzysta. Uzyskana sprzecznos$¢ dowodzi prawdziwosci podanego twierdzenia.

Wykazemy najpierw, ze jesli dla kazdego x e C warto$é funkcji f(x)=ax>+bx+c

jest liczba catkowita, to 2a, a+b, ¢ sa liczbami calkowitymi.

Poniewaz /\ ax?+bx+xeC, wiec f(0)=c, ceC, f(l)=a+b+c, a+b+ceC,
xeR

if(-1)=a—b+c,a—b+ceC.

Wobec tego f(1)—f(0)=a+b, a+beC, f(1)+f(~1)=2a+2ci2a+2ceC.

Ale poniewaz 2a+2ce C i ce C, wigc 2ae C.

Wykazemy teraz, ze prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do udowodnionego.

Wykazemy, ze jesli 2a, a+b, ¢ sa liczbami catkowitymi to A ax?+bx+ceC.

xeC
Zauwazmy, ze prawdziwa jest tozsamosé
-1
ax2+bx+c=2ax(x )+(a+b)x+c. )
Poniewaz iloczyn dwoch kolejnych liczb catkowitych jest liczba parzysta, wigc
-1

Az (x2 Jec. @
xeC
Z (1)i(2) i zalozenia 24, a+b, ce C wynika, z2¢ A ax*+bx+ceC.

xeC

Wskazowka: Jezeli przez x oznaczysz liczb¢ kilograméw cukru w jednym worku,
to z tresci zadania wynika réwnanie x? —50x=975.

420. Wskazowka: x — szukana liczba procent, 9000—90x — cena ksiazki po pierwszej
obnizce, 9000—90x—%(9000—90x) — cena ksigzki po drugiej obnizce.

421. Niech x oznacza liczbe kilometroéw pokonywanych przez turyst¢ jednego dnia,
y liczbe dni w czasie ktorych turysta pokonat tras¢ 105 km. Z tresci zadania wynika
uklad réwnan: xy =105 i (y+2)(x—6)=105. Jedynym rozwigzaniem tego ukladu
spelniajacym warunki zadania jest para x=21 i y=35. Oznacza to, ze turysta
pokonywat dziennie 21 km.

422. Wskazowka: Jezeli x oznacza liczbe lat solenizanta, to z tresci zadania otrzymujesz
rownanie (x—15)(x+15)=1845—x.

423. Oznaczmy przez x liczbe pistoli za ktdre kupiec kupit konia. Poniewaz ko zostal

sprzedany za 24 pistole, wigc kupiec stracit x —24 pistole. Z tresci zadania wynika,
2

X . .
ze powyzsza strata wynosi x% z x, czyli 0 Otrzymujemy zatem réwnanie
2

x—24=f-‘0—0. Zakladamy, 7 x> 24. Stad x=40 lub x=60.

424. Oznaczmy przez x ulamek wyrazajacy czg§é calej ilosci alkoholu odlewanego za
kazdym razem. Po pierwszym odlaniu w naczyniu zostato 40 —40x litr6w alkoholu.
Po drugim odlaniu w naczyniu zostalo 40—40x—x(40—40x) litréw alkoholu.
Zgodnie z treicia zadania otrzymujemy réwnanie: 40-—40x—x(40—40x)=10.

1.3 . .
Rozwigzaniami tego rownania sa liczby 3 i 7 Stad i z faktu, ze x€(0; 1) wynika,

1
ze x=5. Za kazdym razem odlewano wigc 20 litréw.

§ 5. Wielomiany. Réwnania i nieréwnosci

425. a) W(x)=G(x) H(x}e>x* +4x>—8x —4=x*+ax>+(b—2)x* —2ax—2b<>
<@=4ib-2a=0,i —2a=—-8,i —2b=—4)e(a=4ib=2)
b) Mx)=G(x)-H(x)<>x>+5x2 +4=x3+(a—2)x* +(b—20)x—2b<
<@—-2=5ib—2a=0,i —2b=4)e>(a=7ib=14,i b=-2).
Sprzeczno$é ostatniej koniunkcji oznacza, ze wielomiany W(x) i G (x)-H(x) nie beda
réwne dla zadnego a, be R.

426. Podany wiclomian W(x) moze byé kwadratem wielomianu postaci x2+px+q. Ale
(x2+px+q) =x*+2px> +(p* +29) x*> + 2pgx + ¢*.
Zatem x*+ax® +bx?—8x +H=x*+2px? +(p* + 29) x* + 2pgx + g* <>(2p=a i
p*+2q=>b,i2pq=—8,i¢*=1). Stad a=—8ib=18 lub a=8 i b=14.
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427. a) Poniewaz dziedzing wielomianu jest zbidr liczb rzeczywistych, wigc bedzie on
funkcja parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy x/e\R W(—x)=Wx). W naszym
przypadku:

A

A W(—x)=W(x)<> —ax*+bx?—cx+d=ax*+bx*+cx+d<
xeR xeR

< /e\ R 2ax3 +2cx=0<>(a=0 i c=0). Wobec tego wielomian W(x) b¢dzie funkcja
x

parzysta wiedy i tylko wtedy, gdy a=0, c=0, be RideR.
b) b=0,d=0,aeRiceR

428 x*+x—2. 432 x*+3x—1. 436. x> 42ax—1.

429. x*—3x+2. 433 x*—x3+x2+x—1. 437. x—2a.

430, x*—2x*—1. 434, x*—2x3+4x2—8x+16. 438. x’—(a+1)x+a’—a+1.
431 x*+2x+1. 435. x*—2ax+2a

439. Dzielac wielomian W(x) przez x>+1 i x3+1 otrzymujemy odpowiednio reszty
—bx+a+ci—ax+c—b. Nalezy sprawdzi¢, dla jakich a, b, c € Rzachodzi tozsamos¢
(=bx+a+c)(—ax+c—b)y=2(x—1)(x—5), czyli tozsamosé

—b
ab(x—c—a—)( —%E>=2(x—l)(x—-5). Tak bedzie wiedy i tylko wtedy, gdy

—b —b
ab=2ic—a-=l,ig%£=5 lub ab=2i fa—=5,i$=1. Stad a=2ib=1,ic=3

luba=-2ib=—1,ic=-3.

440, Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x?—3x+5 jest wielomianem
(3a+3)x+b—5a—15. Reszta bedzie wielomianem zerowym wtedy i tylko wtedy,
gdy 3a+3=01ib—5a—15=0. Stad a=—1i b=10.

41. a=—Tib=1,c=6.

442. Dzielac wielomian W(x) przez x2 +x+ 1 otrzymujemy wielomian
P(X)=x*—x*+ax’+(1—a)x+b—1 i reszt¢ R(x)=(a—b)x+c—b+1. Jezeli
wielomian W(x) jest podzielny przez x?+x + 1, to R(x) jest wielomianem zerowym.
Wynika stad, ze a—b=0, czyli a=b. Ale poniewaz a=b, to
P(x)=x*—x*+ax*+(1 —a)x+a—1. Wystarczy wigc pokazac, ze wiclomian P (x)
jest podzielny przez x®—x+1. Wykonujac dzielenie stwierdzamy, ze tak jest
rzeczywiscie. .

443. Dzielac podany wiclomian przez (x —a)® stwierdzamy, ze reszta, z tego dzielenia

1 1 1
jest wielomian (-2-a2 +a+ 1) x+1 —Eaz —Ea:‘. Poniewaz wyroznik funkcji kwad-

A

1 1
ratowej y=§a2+a+1 jest ujemny, wigc <R iaz+a+1>0. Oznacza to, ze dla
x

zadnego a reszta nie bedzie wielomianem zerowym.
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444.

445.

Suma wspolczynnikéw wielomianu W(x)=a,x"+4a,_,x" "' +..+a,x+a,

jest rowna W(1).

W naszym przypadku: W(1)=3(12—3-143)1%%4—4(13 +2-12—4)1995=7.
Wiadomo, ze suma wspolczynnikow wielomianu W(x) jest rowna W(1). W naszym
przypadku W(1)=12"—5". Wystarczy wi¢c pokazac, ze né\N 712" —5". Ze wzoru

a—b"=(@a-b)(@ '+a" 2b+..+ab" " 2+b""*) wynika, e
12" =5"=(12-5)(12*! +12772. 54 412-5°7 245" 25 =
=7(12% 141277254 .. 4+12-5""2 45",

A
Zat N2 —5n.
atem N

446. Przypusémy, ze istnieje wiclomian W(x) czyniacy zado$¢ warunkom zadania.

47.

Wielomian ten musi mie¢ postaé W(x)=ax>+bx?+cx+d, przy czym a, b, ¢, de C
i a#0. Poniewaz W(2)=3 i W(—2)=2, wigc prawdziwe musza byé réwnosci
8a+4b+2c+d=31 —8a+4b—2c+d=2. Po dodaniu ich stronami otrzymujemy
rownosé 8b+2d =S5, ktora nie jest mozliwa, bo lewa jej strona jest liczbg parzysta,
a prawa nie. Zatem nie istnieje wielomian spelniajacy warunki zadania.

Przypusémy, ze istnieje wiclomian W(x)=a,x"+a,_,x"~ ' +..+a,x+ay, 0 wspdl-
czynnikach catkowitych spetniajacy warunki zadania. Wtedy prawdziwe bylyby
réwnosci

ay+26a, +26%a, +...+26"a,=8 i ay+29a, +29%a, + .. +29"a,=15.

Odejmujac stronami od réwnosci drugiej townos¢ pierwsza otrzymujemy:
(29-26)a, +(29%—26%)a, +...+(29"—26" a,=7 Stad i ze wzoru
a—b"=(a—b)(@ ' +a" " b+..+ab""2+b"" ) wynika, ze
3a,+3(29+26)ay+..+3(29" 1 +29"" 226 +..+29-26"" 2 426" ) a,=1.
Ostatnia rowno$¢ jest niemozliwa, bo jej lewa strona jest podzielna przez 3, a prawa
nie jest podzielna przez 3.

448. Poniewaz W(x) jest wielomianem stopnia trzeciego o wspolczynnikach catkowitych,

449,

to Wx)=ax3+bx*+cx+dia#0ia, b, ¢, d €C Stad i z treéci zadania wynika, ze
prawdziwe sa rownosci a7?+b72+c74+d=6 i ak®+bk*+ck+d=11. Odejmujac
stronami od réwnosci drugiej rowno$é pierwsza otrzymujeny

a(k®> =73+ b(k*— 1) +c(k—T)=5. Zatem

a(k—T(k*+ Tk +49)+bk—T)(k+7)+c(k—T)=S5, czyli

(k—T7)[a(k?+ Tk +49)+ b(k+ 7)+c]=5. Ostatnia réwno$¢ i fakt, Ze @, b, ¢, de C
$wiadcza o tym, iz liczba 5 jest podzielna przez k—7. W takim razie- k—7=1, lub
k—7=—1,lub k—7=35, lub k—7=—5. Stad k=8 lub k=6, lub k=12, lub k=2.

Warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy

31+ /3P +a(l+/32+b(1+,/3)+12=0i4a, b, € C Tak bedzie wtedy i tylko
wtedy , gdy a(l+./3)2+b(1++/3)= —18(1+./3) i a, be C, czyli gdy
a(l+/3)=-b—18ia,b e C Stada=0i —b—18=0, czyli a=0ib=—18.
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Poniewaz a, b, ¢, d sa kolejnymi liczbami naturalnymi, wigc mozemy przyjaé, ze
a=nb=n+1,c=n+2, d=n+3, gdzie neN,

Zatem W(x)=nx>—(n+1)x2—(n+2)x+n+3. Zauwazymy, ze:
W(x)=0<>nx3—nx*—x>—nx—2x+n+3=0<

@ —nx?—x*+1-nx+n—2x+2=0<

@ (x—1)—(x—)(x+1)—nx—1)-2(x—-1)=0<

< (x—1)(mx?—x—n—3)=0<>(x=1 lub nx*—x—n—3=0). Poniewaz wyroznik
funkcji kwadratowej f(x)=nx*—x—n—3 jest towny 4n*>+12n+1 i jak widaé jest
dodatni dla kazdego ne N, wigc funkcja ta ma dwa rozne miejsca zerowe x, i x,.
Oznacza to, ze wielomian W(x) ma trzy pierwiastki rzeczywiste, w tym co najmniej
jeden pierwiastek calkowity. Aby ustali¢ dla jakich wartoéci a, b, c, d suma tych
pierwiastkow jest najwieksza, oznaczmy t¢ sume przez y.

. . 1
Wobec tego y=1+x,+x,. Ale ze wzoréw Viete’a wynika, ze x, +x,=—.
n

1 1
Zatem y=1+-~. Funkcja y=1+—, gdzie ne N osiagnie warto$¢ najwicksza wtedy
n n

i tylko wtedy, gdy n bedzie najmniejsze, to znaczy, gdy n=1. Wtedy a=1,
b=2,¢c=3,d=4.

Poniewaz W(x)=ax?+bx? +cx+d, wigc W(0)=d i W(l)=a+b+c+d. Stad i z fa-
ktu, z¢ W(0) i W(1) sa liczbami catkowitymi nieparzystymi wynika, Ze takimi
samymi liczbami s3 d i a+b+c+d. Gdyby jaka§ liczba catkowita parzysta
2k, gdzie ke C, byla pierwiastkiem wielomianu W(x), to zachodzilaby réwnoéé
8ak®+4bk? +2ck+d=0. Réwnos¢ ta jest niemozliwa, bo trzy pierwsze skiadniki
sumy 8ak>+4bk?+2ck+d sa parzyste a d jest nieparzyste, wigc ich suma nie
jest zerem.

Rozumujac podobnie i wykorzystujac fakt, ze a+b+c+d jest liczba calkowita
nieparzysta, stwierdzamy, iz pierwiastkiem wielomianu W(x) nic moze by¢é takze
liczba calkowita nieparzysta.

Przypus¢my, ze wielomian W(x) ma pierwiastki rzeczywiste i zal6zmy, ze x, jest
najwigkszym z tych pierwiastkow. Zatem, W(xy)=0 (1)

Ale poniewaz veR W(x)- W(x+2)=W(x2+x+2), to prawdziwa jest rownosé

W(xo): Wixg+2)= Wixg +xo+2). @

Z (1) i (2) wynika, 2 W(x}+x,+2)=0. Oznacza to, ze liczba x3+x,+2 jest
pierwiastkiem wielomianu W(x). Wida¢ jednak, ze x3+x,+2>x,.

To jest sprzeczne z zalozeniem, ze x,, jest najwiekszym pierwiastkiem wielomianu
W(x). Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwoséci podanego w zadaniu twie-
rdzenia.

Przypusémy, ze przy podanych w zadaniu zaloZeniach wielomian W(x) ma
pierwiastek catkowity r. Jezeli r jest liczba parzysta, to parzyste sa takze liczby
r, ar3, br?, cr.

Zatem roéwno$é r* + ar® + br? + cr +d =0 jest sprzeczna, gdyz d jest liczba nieparzys-

454.

45S.

456.

457.

458.
459.

. ta. Jesli r jest liczba nieparzysta, to nieparzyste sa takze liczby r*, r3, br?, cr. Ale

suma czterech liczb nieparzystych jest liczba parzysta, wigc liczba parzysta jest
r*+ar’+br’ +cr. Oznacza to, ze ré6Wno$é r*+ar’+br*+cr+d=0 jest w tym
przypadku takze sprzeczna.

Zauwazmy, ze
Wx)=x*+2x3+ax? +bx +c=x*+2x3+ x> —x? +ax* +bx +c=

=x?(x?+2x+1)+(@—- 1) x> +bx+c=x(x+1)>+(@a—1) x> +bx +c. (8N
Widaé, ze A x2(x+1)220. ()]
xeR

Poniewaz b2 +4c <4dac i b>>0, wiec 4c <4ac. Stad i z faktu, ze ¢>0

wynika, iz a—1>0. (3)
Oznacza to, 2¢ (a— 1) x2 +bx + ¢ jest funkcja kwadratowa.

Wyréznik tej funkcji jest rowny b*—4c(a—1)=b?—4dac+4c.

Ale poniewaz b? +4c <4ac, wiec b* —4dac +4c <0. @

A

ceR (a—1)x%+bx+c>0.

Nierownosci (3) i (4) $wiadcza o tym, ze

A

Stad oraz z (1) i (2) wynika, ze R W(x)>0. Ostatnie stwierdzenie §wiadczy o tym,
X

ze wielomian W(x) nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x*—1 ma posta¢ ax+b. Po-
nadto istnieje taki wielomian Q(x), Ze prawdziwa jest tozsamosé
x20% 4 1=(x2—1)Q(x) +ax+b. Wstawiajac do tej tozsamosci za x liczby 1i —1
otrzymujemy uklad réwnan a+b=21i —a+b=0, ktérego jedynym rozwigzaniem
jest a=1ib=1. Wobec tego szukang reszta jest x+ 1.

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x* —1 ma posta¢ ax +b. Ponadto istnieje
taki wielomian P (x), z¢ zachodzi tozsamo$¢ W(x)= P (x) (x2 — 1)+ ax + b. Wstawiajac
do tej tozsamosci za x liczby 1 i —1 otrzymujemy réwnosci:

a+b=W(1)i —a+b=W(-1). )
Ale poniewaz reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian x*+x3—x—1
jest wielomian x> + x? + x + 2, wiec istnieje taki wielomian Q(x), ze prawdziwa jest
tozsamo$¢ W(x)=Q(x)(x*+x*—x—1)+x3+x2+x+2.

Wstawiajac do tej tozsamosci za x liczby 1i —1 otrzymujemy réwnosci:
WM)=51i W(-1)=1. )
Z rownosci (1) i (2) wynika, ze a+b=5i —a+b=1.

Stad a=2 i b=3. Zatem szukang reszta jest dwumian 2x+ 3.

Oznaczmy przez Q(x) wielomian bgdacy ilorazem wielomianu W(x) przez dwumian
x—a, a przez R reszt¢ z tego dzielenia. Przy tych oznaczeniach prawdziwa jest
tozsamos¢ W(x)=(x—a)Q(x)+R.

Wstawiajac do tej tozsamosci x=a otrzymujemy réwnos¢ W(a)=R.

k=-—21lub k=5.
ae(—1;3).
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460. Z tresci zadania wynika, 7e istnieje taki wielomian P(x), ze prawdziwa jest toZsamos¢
W(x)=P(x)(x*—3x—2)+ 3x2—4x+1. ()
Natomiast z twierdzenia o reszcie wynika, e reszta z dzielenia wielomianu W(x)
przez dwumian x—2 jest rowna W(2). Wstawiajac x=2 do tozsamosci (1) stwier-
dzamy, 7¢ W(2)=P(2):0+5=5. Wobec tego szukang reszta jest 5.

461. Poniewaz reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez trojmian x% +x—2 jest rowna
x+ 1, wiec istnieje taki wielomian Q(x), ze prawdziwa jest tozsamosé
Wx)=(x*+x—2)Q(x)+x+1. Wstawiajac do tej tozsamosci x= —2 otrzymujemy
rownoéé W(—2)= —1. Ale z twierdzenia o reszcie wynika, ze W(—2) jest reszta
z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x+2. Zatem szukang resztg jest —1.

462. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez (x—1)(x+1) ma postaé¢ ax +b. Ponadto
istnieje taki wiclomian G (x), ze prawdziwa jest tozsamosé
W(x)=(x—1)(x+1)G (x)+ax+b. Wstawiajac do tej tozsamosci za x liczby 1 i—1
otrzymujemy uktad W(1)=a+bi W(—1)=—a+ b. Ale z twierdzenia o reszcie i tresci
zadania wynika, z2¢ W(1)=3 i W(—1)=1. Wobec tego a+b=3 i —a+b=1. Stad
a=11ib=2. Zatem szukana reszta jest x +2.

463. Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —a wtedy i tylko wtedy, gdy reszta
z dzielenia wiclomianu W(x) przez ten dwumian jest wielomianem zerowym. Ale
7 twierdzenia o reszcie wiadomo, ze jest ona rowna W(a). Zatem wielomian W(x)
bedzie podzielny przez dwumian x—a wtedy i tylko wtedy, gdy W(a)=0. Ostatnia
réwnoéé oznacza, 7e liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

464. a=3 lub a=-3. 465. a=1lub a=4.

466. Wielomian W(x) bedzie podzielny przez (x+2)(x—3) wtedy i tylko wtedy, gdy
bedzie podzielny przez x+2 i bedzie podzielny przez x—3. Tak bedzie, zgodnie
7 twierdzeniem Bezouta, wtedy i tylko wtedy, gdy W(—2)=01i W(3)=0, czyli gdy
8—2a+b=0i18+3a+b=0.Stad a=—-2ib=12.

467. a= —8 i b=10. Wskazéwka: x> +x—2=(x+2)(x—1).

468. a=2 i b=1 Wskazowka: x> —4x+3=(x—1)}{x—3).

469. Wskazowka: Udowodnij, ze miejsca zerowe trojmianu x2—3x +2 s pierwiastkami
wielomianu W(x).

470. Latwo sprawdzié, ze¢ W(1)=0. Wobec tego, zgodnie z twierdzeniem Bezouta,
wielomianu W(x) jest podzielny przez x— 1. Dzielac W(x) przez x—1 otrzymujemy
trojmian kwadratowy x2+x+1—p. W takim razie wiclomian W(x) bedzie miat trzy
pierwiastki rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy tréjmian x* +x + 1 —p bedzie miat
dwa pierwiastki rzeczywiste. Tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy wyréznik tego

3
trojmianu, ktérym jest wyrazenie 1—4(1—p), bedzie nieujemny. Stad pe <Z’ oo).

471. Poniewaz liczba r jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to zgodnie z twierdzeniem
Bezouta, wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x—r. Z algorytmu dzielenia
wiclomianéw wynika, ze dzielac wielomian W(x) o wspotczynnikach catkowitych
przez dwumian x—r, gdzie r jest liczba calkowita, otrzymujemy wiclomian P(x)
o wspolczynnikach catkowitych. Zatem
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A

ceR W(x)=(x—r)P(x). Wstawiajac do tej tozsamosci x=1i x=—1

prawdziwe sa réwnosci W(1)=(1—r) P(1)i W(—1)=(—1—r) P(—1), czyli réwnosci
W(l)=(—1)[—P(1)] i W(—1)=(+ 1)pP(~1)]. Z réwnosci tych i czyli réwnosci
ustalen wynika, ze (r—1)|W(1) i ‘(rf+ 1))"55 ((_ 1))] rownosci tych i wezesniejszych

Uwaga: Rozumujac podobnie mozna wykazaé, ze jezeli utamek nieskracalny B, gdzie
q

p. g€ C'i g #0 jest pierwiastkiem wielomianu W{x) o wspolczynni i
to liczba p—q jest dzielnikiem W(1), a liczba pif, jest ﬂmli'i?é'fvhvfftffw“y"h’
472. Jezeli x,, x,, x5, X, 53 r6inymi pierwiastkami ca itymi wi i ,

zgodnie z twierdzeniem Bezouta, Zrawdziwa jest ré?l:vc:étcyml wiclomizan Q) t
Q()=(x—x)(x —x,)(x—x3)(x —x,) R (x), gdzie R(x) jest wielomianem 1)
Ze znanego algorytt'nu dziclenia wielomianéw wynika, ze dzielac wielomian o wspol-
cz_ynmk'ach catkowitych przez iloczyn (x —x,) (x ~x,) (x —X5) (x ~ X,) otrzymujemy
w1el<'>m1an o ‘wspélczynnikach calkowitych. Oznacza to, ze wielomian R(x) ma
wspdlczynniki catkowite. Przypusémy, 2e wielomian P (x) ma pierwiastek catkowity
Xq: Wte'qy, ze’ \\(zgledu na zalozenie Q(x)=P(x)+ 3, byloby Q(x,)=3. P)]
Rowyosc (2) $wiadczy o tam, ze x, nie jest pierwiastkiem wielomianu Q(x). Liczba
X fue 111'0?: takze !)yé pierwiastkiem wielomianu R(x), bo gdyby R(x,)=0, to
z réwnosci (1.) wynikaloby, ze Q(x,)=0. Reasumujac dotychczasowe gstale’nia
stwierdzamy, Ze: |Q(xo)| = xo — X4 1xo — X;|* [xo — X3} Xo— X4l IR (xo)| =3, 6]
przy czym kazdy wyraz ciggu (xo—x,}, [Xo— x|, [xg—X3], xo—xl, [R(xo)]) jest liczba
naturaing, a kazdy z pierwszych czterech wyrazéw moze byé réwny tylko jednemu
z p.ozostalycl3 }mch wyrazéw tego ciggu. Bez ograniczenia ogdlno$ci rozwazan
mozemy przyjal, 28 |Xg—X1] < xg — X5| < xg — X;3| <xo—x,). W takim razie musi byé:
|'xo—x,|>l Pxg—=x5|2 11 |xg—x3| 22 1 |xg—x,]>2. Stad i z réwnoéci (3) oraz faktu'
ze !R(xo?|.>0 otrzymujemy |Q(xo)l>1-1-2-2|R(x,)|>4. Wniosek ten jest spmczn);
z rownoscia (3). Wobec tego wiclomian P(x) nie ma pierwiastkéw catkowitych.

473. Latwo ‘spraYvdn‘é, ze dany wielomian W(x) jest podzielny przez (x—2)? i wynikiem
tego dznelt?m'a jest tréjmian kwadratowy x2 + 10x + 25, ktéry nie jest podzielny przez
?c—2, gd)tz liczba 2 nie jest jego miejscem zerowym. Oznacza to, ze wielomian W(x)
Jgst ppdzelny przez (x—2) i nie jest podzielny przez (x—2)*. Zatem liczba 2 jest
pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu W(x). !

474, Llczbz.i 3 b@('izie pierwiastkiem dwukrotnym danego wielomianu wtedy i tylko wtedy,
gdy w1e10{man ten t_>edzic podziclny przez (x — 3)? i nie bedzie podzielny przez (x — 3)3’
T;ak bgziz:e wtedy i tylko wtedy, gdy prawdziwa bedzie tozsamosé .
x> —=5x*+px+q=(x—~3)}x—a)ia#3. Stad p=3 i g=9.

475. Zaloimy, ze liczba rzeczywista p jest pierwiastkiem podwojnym danego wielomianu
Wi(x). ) Wtedy prawdziwa bedzie tozsamos$é x*+ax+b=(x—p)*(x—gq), czyli toz-
samos$¢ x* +ax+b=x>—(2p+q) x> +p(p+29) x—qp>.

Stad 2p+q=0ip(p+29)=4a,i —p’q= 2_ 9. b
q=0. Zatem, p>’=—ip’=—,at
X . e 3P 3 a tym samym

po=— i pS=— Wobec te 0t li 4a® 2
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-476.

471.

47.

B 8

Zalozmy, 26 W(X)=ax"+6,_,x" ' +..+6,x+a,, gdzie a, G,_y, - ap, a,eC
i W(r)=0 i re C—{0}. Mamy wykaza¢, Ze rid,. Z zalozenia wynika, Ze

4" +ay_ 7"t ar+a,=0, czyli ag=r(—a,”* '—a, @ *—..—ay). Ponie-
waz —n " "t —a,- P2 —..—a € Cir#0, wigc riag.

—1, —4, —2. 478. 1, 2.
1

Zalozmy, ze ulamek — jest utamkiem nieskracalnym, réznym od zera, tzn. zalézmy,
m

e 1, m s3 liczbami catkowitymi réznymi od zera i wzglednie pierwszymi. Oprocz
tego zalozmy jeszcze, Ze W(x)=00+a,X+a,x2 +...+8,_ X" * +a,x" jest wiclo-
mianem o wspotczynnikach catkowitych. Przy tych zatozeniach mamy dowie¢, ze
lla, i mia,

I
Zauwazmy, ze jesli utamek - jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to prawdziwa

2 ’u—l »
iest rownosé: dg +a,—+dy—s+ ..+, y——7+a,—=0 li rOwnosé:
J oty Tl 3 LR WL S , CZY

agm"+aylm* ™ +a,Pm* i+ +ay " imta I =0.

Wobec tego:

agm"=—l(a;m"" ' +a, M2 +..+a, " 2m+a " Y)i

af'=—m(agm"™? fadm 2 +aPm* 3 a7,

Ostatnie dwie rownoéci i zalozemia twietdzenia upowazniaja do whnioskow:
llagm® i mia,J". . )
Ale | i m sa wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi, wiec | nie jest dzielnikiem
m i m nie jest dzielnikiem J, a tym samym [ nie jest dzielnikiem m" i m nie jest
dzielnikiem .

Stad i z (1) wynika, 2e lla, i mla,

1 2 2
L5 12, 1442 481 5, =
3 3 3
Poniewaz wspolczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej x podanego wielomianu

jest rowny 1, wiec kazdy wymierny pierwiastek wielomianu W(x) musi by¢ liczbg
calkowita. Oznacza to, ze jedynymi mozliwymi pierwiastkami wielomianu W(x) sa
dzielniki wyrazu wolnego tego wielomianu, czyli liczby -2, —-1,1,2

Warunki zadania beda spelione wtedy i tylko wtedy, gdy beda istnie¢ liczby
calkowite a i b dla ktdrych:

W(—2)=0i W(—1)=0, i W(1)=0 lub W(—2)=0i W(-1)=0,i W(2)=0lub
W(—2)=0i W(1)=0,i W(2)=0, lub W(—1)=0i W(1)=0, i W(2)=0, czyli gdy beda
istnieé liczby catkowite a i b spelniajace alternatywe ukladow:

2a—b=3 2a—-b=3 2a—-b=3 a—b=-1
a—b=—-1 lub a—b=-1 lub a+b=-3 lub a+b=-3
a+b=-3 2a+b=—35, 2a+b= -5, 2a+b=—5.

Stad otrzymujemy a=—2ib=—1.

483, 1 —dx?—3x 4 122 x (x—4)— 3 (x— ) =(x— ) (= 3= (x— ) (x— /I (x +/3)
484, ¥ +3x2—x—3=x2(x+3)—1(x+)=(x+HE*-)=(x+3) (x—1(x+1).

160

B% & &

&

491.

492,

493.
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496.

497.

498.

2 —2x3 x4+ 2= %3 (x—2) — (x—2) =(x—2) (* = 1) =(x—2) (x— 1) (F + X+ 1).
—1=(=1)x3}+)=(x—1) (x> +x+1)(x+ 1) (x> —x+1).

Xt 4+9=x*+6x2 +9—6x? =(x2 + 3 — (/6 X2 =(x2 + /6 x +3) (x>~ /6 x+3).

B —1=(x4=1)(x* + 1) =(x2 =~ 1) (x> + D (x* + 2x* + 1 - 2x%) =
=(x— 1)+ D2+ D[P+ 12 = (/29 =(x— ) (x+ 1) (62 + 1) (x> = /2x+ 1)
(2 +4/2x+1).

xS+ 1=(xP+ 13 =(x2+ 1) (x* ~x2+ 1) =(x>+ 1) (x* +2x* +1-3x%) =

=2+ D[P+ 12— (/3x2] =02 + D62 —/Bx+ 1) (6 +/3x +1).

X3 =Tx+6=x>—x—6x+6=x(x2—1)—6(x—1)=x(x—1}{(x+1)—6(x—1)=

=(x—1)[x(x+1)—-6]=(x—)(x* +x—6)=(x—1)(x—2) (x+3).

W42 =2 +3=x34+ 1+ 222 —2x+2=(x+ ) (x> ~x + 1)+ 2 (x> —x + 1)=
=(x2—x+1)(x+3).

X4+ 2 x4+ 1=x 422 4 1+ X3+ x=(x2+ 1) +x(x2+1)=
=02+ 1) (x> +x+1).

x4 —2/20° + 262 — 16 =x* (x? — 2/ 2x + ) — 16 =x* (x— /2 — 16 =

= [x(x— /2P 42 =(x? = /23— ) (x* — /2x + O =(x + /D (s~ 2,/2)
(x2—/2x +4).

X +xt+1=xB+ 24+ 1—xt = (x4 + 1)? —x* =(x* +x2 + 1) (x* —x? + 1)=
= + 202+ 1= x}) (x* +2x7 + 1 = 3x2) =[(x? + 1) —x2] [(x* + 1)*—(/3%)*] =
=02+ x+ 1) (2 —x+1)(x2+/3x+1) (x2 —/3x+1).

XX+ 2x+6=x* +4+x2 +2x +2=x*+4x2 +4—4x>+x? + 2x+ 2=
=(x2+2)* - (2 +(x* + 2x + 2)=(x* = 2x + 2) (x* + 2x + 2) + (x> + 2x + 2)=
=(x*+2x+2)(x*—2x+3).

Xohxth I+ 2=xt 1224 I+ 1= x4 4 22+ 1 =23 + x4 2+ 1=
=2+ 1P = (/202 + (2 + /2x+ D =(e2 + /2x+ 1) (x* — /2 + 1) +

HO2 /2 D) =+ /2x + ) (P — /2% +2).

Wysmrczy pokazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej x wiclomian W(x) jest
iloczynem pigciu kolejnych liczb catkowitych. Zauwazmy, Zze:

W(x)=x (x*—5x2+4)=x(x* +4x* +4—9x?) =x [(x* +2)*—(3x)*] =
=x(x2—=3x+2)(x* +3x+2)=(x—2)(x— D) x(x + 1) (x+2).

1
W(x) =2—4(x‘ +6x3 + 11x% + 6x). Wystarczy pokazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej

x wielomian P (x)=x*+ 6x> + 11x? +6x jest podzielny przez 24. Trzeba udowodnié,
e wielomian ten jest iloczynem czterech kolejnych liczb catkowitych. Nietrudno
zauwazyé, ze:

P(x)=x(x*+6x2+11x+6)=x(x+1)(x* + 5x +6)=x (x + 1}(x +2)(x +3).
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499. W(x)=x2-x3"+x+1=x2-x3"-x2+x2+x+1=x2(x3"—1)+x2+x+1, ale 2
wzoru a"—b"=(a—b)(@ ' +a"~?b+..+ab" "2 +b"" ') wynika, ze
A 1= (P — 1= (P = ) (PP X X+ D)=
=(x =1+ x4+ D +x 4+ 5P +1)
Wobec tego W(x)=x2(x—1)(x2+x+1)(x3""+x3"'°+...+x3+1)+xz+x+1=
=2 +x+ 1) [ (x— 1) 24 x" 0 +..+x*+1)—1]. To oznacza, ze podane
w zadaniu twierdzenie jest prawdziwe.

500. W(x)=x*+x?+4x>+4x+5x2+5=x(x"+ D+4x(x2+ D) +5(x>+ )=
=(x*+1)(x* +4x+5).
Poniewaz obydwa czynniki otrzymanego iloczynu sa dla kazdej liczby catkowitej
x dodatnie, wiec jesli W(x) jest liczba pierwsza, to xt+1=1ix*+4x+5>1
lub x2+4x+5=1ix*+1>1
Stad x =0 lub x = —2. Latwo sprawdzi¢, ze w. obu przypadkach warto$¢ wie_lomianli
W(x) jest rowna 5, a 5 jest liczba pierwsza. Wobec tego warunki zadania bedg
spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy x =01lub x=-2. :

§01. Przypuéémy, ze istnicja wielomiany P(x) i Q(x) stopnia niZszego niZ n, 0 wspol-
czynnikach calkowitych, takie, ze (x—a,(x—a;)..(x—a)—1=P(x)-Q (x). Wtedy:
P(a,)Qa)=—11 P@)Q@)=—11i .. i P@a)Qa)=-1 Stad P(a,)=1
i Qa)=—1 lub P(a))=-11 Q0(@a,)=1, dla I=1, 2, .. n. Stad dla kazdego

502.

503.
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i=1, 2 ... n prawdziwe s3 rownosci: P(a))+0Q(a)=0. .

Oznacza to, ze liczby a,, a5, ... ,a, 53 pierwiastkami wiclomianu P(x)+Q(x).
Poniewaz wielomian P(x)+Q (x) moze byé stopnia co najwyzej n—1, wigc moze
mieé n rénych pierwiastkéw wtedy i tylko wtedy, gdy jest wielomianem zerowym,
czyli P(x)=—Q(x). W takim razie prawdziwa jest tozsamos¢:
(x—a,)(x~ay)..(x—a)—-1=—[Q (x)]*. To jest niemozliwe, gdyz wspdlczynnik
przy najwyzszej potedze zmiennej x po lewej stronie tozsamosci jest rowny 1, 2 po
prawej stronie jest ujemny.

Liczby rzeczywiscie x4, X5, X3 53 pierwiastkami wielomianu
W(x)=ax®+bx?+cx+d, gdzie a#0 wiedy i tylko wtedy, gdy prawdziwa jest
tozsamodé ax® +bx? +cx+d=a(x—x)(x—x;) (x—x3), czyli tozsamo$é

ax® +bx? - cx +d=ax> — @ (X, + X+ X3) X2 + @ (X X5 + Xy X3+ X3X3) X X X, X30-
Stad: x, +x,+x3= - i x1x2+x1x3+x2x3=£ 1X,X%3= -
Ze wzorow Viete'a dla wielomianu stopnia trzeciego wynika, ze liczby a, b, ¢ beda
pierwiastkami wielomianu W(x)=x* —ax? +bx—c wtedy i tylko wtedy, gdy
a+b+c=aiab+ac+bc=biabc=c. Ale prawdziwe 53 réwnowaznosci:
a+b+c=aiab+ac+bc=b,iabc=c<
eb+c=0ia(b+c)+bc—b=0,1abc—c=0<=
<b+c=0ibc—1)=0,ic(ab—1)=0<

<« [b=0ib+c=0,ic(ab—1)=0] lub [c—=1=0ib+c=0,ic(ab—1)=0]<
«(b=0ic=0,iaeR)lub(c=1i b=-1,ia=-1).

Wobec tego warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy a jest dowolna
liczbg rzeczywista i b=0, i c=0 lwba=—1ib=—1ic=1

504. Poniewaz x; =x,=x;—3, wigc x,=x; 1 x3=x; +3.

Ze \fvz‘oréw Viete’a dla wielomianu stopnia trzeciego wynika, ze liczby x,, x,, x
f;zyh liczby x,, x,, X, +3' beda pierwiastkami wielomianu W(x)=x3+ax -i-l ;) v:;ed;"
i tylko wtedy, gdy spelniony bedzie uklad réwnan:

X +X+%,+3=01 x,x; +x,(x; +3)+x,(x, +3)=a, i x,x =

Stad x, = —1ia=—3,ib=—2, . b= b

. Oznaczmy przez x,, X, X, r6zne pierwiastki rzeczywiste wielomianu W{(x). Z nieréw-

:;)ﬁci \zldowodnionej w zadaniu 101 wynika, ze
1+ x3+x32x,%,+X,%;+X,x;. Stad po prostych i j

. ych przeksztatceniach otrzymujem
06y + X5 +X3)2 2 3(x X5+ X, X3+ XX3). e
Ale ze wzorow Viete'a dla wielomianu stopnia trzeciego mamy:

2

Xy +Xy+xy=——1 = b i
XXy = = XX+ X125+ X% - Zatem ?z? czyli b%> 3ac.

. Poniewaz x,, x,, x; sa pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu

W(x)=x>+ax?+bx+c, to zgodnie z twierdzeniem Viete’a prawdziwe sg réwnoéci:
x,+xz+fc3=—aix1x2+x1x3+x2x3=bix,x2x3=—c. '
Ale poniewal X, 1X;=X;:xs, to xj=x,x;. Wobec tego x,+X,+X,=—a
i xslx,+x2+x2x3=b, i x}=—c Zatem x,+Xx,+x3=—a i X;(x;+X,+X3)=b
i x3= —c. Z pierwszych dwéch réwnoéci wynika, ze x,(—a)=b czylli —):3 -a’s— b”
Stad i z réwnosci x3 = —c otrzymujemy b* =ca?. ’ P

. Niech x,, x,, x; oznaczaja pierwiastki wielomianu W(x). Ze wzoréw Viete’a dla

wiclomianu stopnia trzncieg.O wynika, e x, + X, +X3=01 %X, +x,%3+X,x3=p i
x 1 xzxg = ” q. Podnoszac obie strony pierwszej rownosci do kwadratu otrzymujemy
X1+ X3+ x5 +2(x, X, 4+ %, X3+ X,%,)=0. Stad i z faktu, Ze x,X,+x,X3+ X,X;3=p

wynika, iz x3+x2+x3=-2p. )
:filcxzvaz 2#0, wiec x, #01i x,#0 i x3#0, a tym samym
1+x3+x3>0. )

Z (1) i (2) wynika, ze —2p>0, czyli p<O.

. Oznaczmy przez x ;, x,, X5 rozne pierwiastki podanego wielomianu. Nie ograniczymy

ogolnosci rozwazan przyjmujac, Ze x, < x, <x,. Poniewaz jeden z pierwiastkow jest

srednig arytmetyczna pozostalych, wiec x, =X ;—xs’ stad x, +x3=2x,.

Ale zgodnie ze wzorami Viete’a dla wielomianu stopnia trzeciego mamy:
X +Xo+X3=—a1 XX, +X,X3+X,%3=b, i x,x,%x3=—c.
Zatem (x, +x3)+x;=—a 1 x3(xX; +X3)+x,%3=b, | x;x;X3=—c.

Laczac te rOwnosci z rownoscig x, + X3 =2x, stwierdzamy, ze
2
e i o2 s ) a ., . a
3x, a i 2x5+xx3=b 1 xx3x,=—¢, czyli x,= =3 i 2:—+xx3=b

9

. a 2
_ e 2a
i x,x,(—;)— —c. Z rownosdci drugiej wynika, ze x1x3=b—-—9—. Stad i z rownosci

3 27

a . 2a2 3
. XyX3 -§>=—c otrzymujemy (b——9—)<-§>=—c. Zatem 2—£=c, czyli

27c=9ab—2a>.
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Pomewaz liczby rzeczywiste x,, x,, X, sa pierwiastkami wielomianu

W(x)=x+ px +4, wigc zgodnie ze wzorami Viete’a dla wielomianu stopnia tm
ciego, prawdziwe sa réwnosci:

X+ X +X3=01 XX, + X, X3+ X3X3=p, | X, X,X3=—¢q.

Z rownosci pierwszej wynika, ze x, = —(x, +Xx,) (ﬂ
Wobec tego x2+x3+x3 =x% +x3 +(x, +x,)2=2(x? + x,x, + x2).

Ale poniewaZ x,x; +X;X3 + X, X3 =p i X3=—~{x; +x,), to

XXy =Xy (Xg +X5)~X; (X, +x;)=p, czyli

Xy +Xy%;+%X2=—p. 3
Z réwnosci (2) i (3) wynika, ze x} +x3 +x3=—2p.

Natomiast x3 +x3 +x3=x3} +x}—(x, +x,)*=

=x3 +x3—x3 —3x}x, —3xyxd ~ x§ =3x, %, (x; +X,).

Stad i z réwnoéci (1) otrzymujemy x3 +x3 +x3 =3x,x,x,.

Stad i z faktu x,x,x;= —q otrzymujemy x} +x3 + x} = ~3q.

x=21lub x=3, lub x=-3.

x=./2lub x=3, lub x=—3,

x=4/5lub x = —,/5. Wskazéwka: podstaw x*=t.

x=1lubx=—2,lub x=3. Wskazéwka: x> —2x2 — 5x + 6 =x3 —x2 ~ x2 + x — 6x +86.
x=21lub x=3. 518 x=1lub x=-2. 516. x=%. 517. x= —-21;.
x =4, Wskazéwka: x3—4x2—-|5x—20|=0¢(5x-—2020

i x*—4x2—5x+20=0 lub 5x—20<0 i x> —4x2 +5x—20=0).
5 5
x=§ fub x=1 lub, x= ~3 lub x=—1.

Wskazéwka: 2x* + 5=)5x> +2x| < (5x3 +2x=2x*+5 lub 5x 4 2x = —2x*~5).
x=01lub x=4lub, x=—1 lub, x=1lub, x=—4.
Wskazowka: |x> —4x|=3x2 <> (x* ~4x=3x? lub x* —4x= —3x2),

.. 3 . , .
Podstawiajac x —3=7 otrzymujemy réwnanie (y— )+ y*=1,

czyli réwnanie y(y*—2y*+ 3y—2)=0.
Rozwigzujac powyzsze réwnanie otrzymujemy y=0 lub y=1.

coo o, 3
Stad i z réwnosci x—5=y mamy: x=; lub x=§.

Podane rownanie mozna przeksztalcié do postaci
6x+5-—1 1
(6x+5)*- X+ 6x+5+

2 6
=1 t+1 . 2
t -——2—-—6——6 , czyli rOwnanie t*— ¢> — 72 =0. Podstawiajac dalej t* = z, gdzie z>0

otrzymujemy réwnanie kwadratowe z2 —z—72 =0, ktérego jedynym rozwigzaniem
nieujemnym jest z=9. Wobec tego t*=9, czyli t=3 lub t=—3. Oznacza to, ze

6x+5=31ub 6x+5=—3. Stad x= —% lub x= —;.

=6. Przyjmujac, ze 6x + 5=t otrzymujemy réwnanie

523.

524.

525.

526.

527.

Podstawiajac xﬁ =y otrzymujemy rownanie 2y* —11y% 4 17y—6=0.

1
Rozwigzaniami powyzszego roéwnania s liczby: 2, 3, 7 Zatem, x=\/§
3./2 2
lub x=—\2/—, lub x= -———{.

Przy zalozeniu a> — | prawdziwe s rownowaznosci:
x3—(a+2)x+\/a+—1=0¢x3—(a+I)x—x+ a+1=0<

@ x(x—/at D (x+/a+ D) —(x—/a+ ) =(x—/a+ ) (x+/a+1-1)=0.
—\/Z’J-Z—Jm’lubﬁ— a+12+ a+5

Poniewaz 1+x2 +x*=(14+2x> 4+ x%)~x2=(1+x*)? —x?=(1+x+x*) (1 —x+x?),
wiec podane rownanie mozna zapisa¢ w postaci

Stad: x= 1lub x=

1 .
a +x+x2)2=%(1 +x+x3){1 —x+x2), czyli

(1+x+x2)[(1+x+x2)—£—i—(1—x+x2)]=o 1)

Ale tréjmian 14 x+x? nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, zatem rozwiazaniami
rzeczywistymi rownania (1) beda rozwiazania rzeczywiste réwnania

1
¢ +x+x2)—%(l—x+xz)=0.

Stad po prostych rachunkach i wykorzystaniu zatozenia |a|>2

—Jat—4 a+./a*—-4
lub x= ,

. a
otrzymujemy: x= 2 = 3

Podane rownanie przeksztalcamy do postaci
(x2—a?®)?—3ax(x*—a®)+2a®x*=0. Nietrudno sprawdzi¢, ze¢ x=0 nie jest jego
rozwiazaniem. Przy zalozeniu x #0 powyzsze réwnanie jest rownowazne réwnaniu

2_ 2\2 2__ 2 2_ .2 2
(x a) —-3x 1 +2=0. Stadx 4 =2. Rozwiazujac rownanie
ax

2 —-—
4= 1lub ad
ax
i wykorzystujac zalozenie a>0 otrzymujemy: x=a(l— ﬁ) lub x=a(1+ ﬁ), lub

a(l f)  lub x a(1+\/—)

Latwo sprawdzié, ze liczba x = — 1 nie jest rozwigzaniem podanego réwnania. Jesli
x# —1, to:

DXt —6x—6=0es( s} + 528576 o0
-_ <> e ————
x*+(x+1)(5x*—6x—6)= ey Tl
x? \2 x2 x? ) . )
- +5 —6=0. Podstawiajac ——=t otrzymujemy rownanie
x+ x+1 x+1 x+1
t? + 5t — 6 =0, ktorego rozwiazaniami rzeczywistymi s liczby t =1 Jub £ = — 6. Zatem
165



528

529.

530.

531.

532.

534.

166

2 2

x
=1 lub x+1=—6. Po rozwigzaniu powyzszych réwnah otrzymujei

x+1
1-./5 1
x= ;/— Iub x= +2\/5_, lub

x=—3—y/3, lubx=—3+./3.

x*+3x3+4x2—13x—9=0<

@ x* 202+ 143(x° +2x2 + x4+ 2)—4(x* +4x+4)=0<

(X2 +12+3 [ (x+2)+x+2]—4(x+2* =0

212 +3x+ 1) (x+2)—4(x+2)*=0

Widaé, ze je$li x = — 2, to rOwnanie jest sprzeczne. Jesli x # — 2, to réwnanie moiemi

zapisaé w postaci <x2+1)2+3x2+1 4=0. Stad X+ X+1 \
x2+42 T2 RO x+ =4 N

l_ﬁ lub x=l+‘/5_.

2 2

=1 lub

rozwiazaniu tych réwnan otrzymujemy x=

quane réwnanie przeksztalcamy do postaci x (\/3)z +(2x2+1) \/3 +(x3—1)=0.
Widaé, ze liczba x=0 nie jest rozwiazaniem réwnania.
Jesli x #0, to liczba ﬁ spelnia réwnanie kwadratowe xt? +(2x2 + 1)t +(x>*—1)=0
z niewiadoma t. Oznacza to, ze
—2x* 4+ 1)~ (2x+1) —2x*+1)+2x+1

3= S ot L it
\/_ 2x .lub \/3 2x ’
czyli /3= —x+1lub x* +(/3+1) x+1=0. Wobec tego

x=1-/3 lub x= ‘(~/§+;)—‘~/5’ ub x< —(\/§+;)+a/ﬁ.

X122 416,/2x— 12=x*— 6 (/2 x* +8(/2*x =3 (/2)* =
=x*— (/222 = 5(/2x* +5(/ D% +3(/2*x -3 (/2=
=x2 [} = (/271 -5(/D*x [x—21+3(/2P [x—-/2]=
=(x~/Dx+y/2Dx*-5(/D*x+3(/2)=
=(x—/D[¥*+/2x2=5(,/2x +3(/2P}=
=(—/D - /2x* +2/ 27 - 2(/2Px -3 (/2* +3(/2P1=
=(x—/2) [X(x—/D+2/2x— /2 - 3(/27 (x— /D] =
=(x—/2? [x*+2/2x—3(/2)*].
Stad rozwigzaniami podanego réwnania sg liczby ﬁ i —Sﬁ.
x*+5x2—12x49=0< x* + x2 + (4x?> —12x +9) =0<> x* + x> +(2x —3)*=0.
QOstatnie rOwnanie jest sprzeczne.

3

x== 533. x=-2.

Poniewaz rownanie mozna przeksztalcié do postaci
x [m?x? +m(m+ 6} x + m+ 6] =0, wigc warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko

535.

536.

537.

538.

539.

wtedy, gdy rownanie m*x2+m(m+6)x+m-+6=0 bedzie sprzeczne. Tak bedzie
wtedy i tylko wtedy, gdy m=0 lub m#£0 i m’(m+6)>—4m*(m+6)<0, czyli
gdy m=0 lub m#0 i (m+6)* —4(m+6)<0. Stad m=0 lub me(—6; —2).

Poniewaz (m+1)x*—2x2+(m—1)x=0<x[(m+1) x> ~2x+m—1]=0, wigc wa-
runki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie
(m+1)x*—2x+m—1=0 bedzie mie¢ dwa roine rozwiazania niezerowe.

Tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy m+1+#0 im—1#£0,

i 4—4(m+1)>0. Stad me(—/2 —Du(=1; DU(t; /2.

Podstawiajac x*=t otrﬂzymujem'y rownanie 12 —(m+2)t+m=0.

Podane réwnanie bedzie mie¢ dokladnie trzy rozne rozwigzania rzeczywiscie wtedy
i tylko wtedy, gdy rownanie ze zmienna ¢ bedzie mieé dwa rozwiazania rzeczywiste,
z ktorych jedno bedzie zerem, a drugie liczba dodatnia. Tak bedzie wtedy i tylko
wtedy, gdy m=0 i (m+2)?~4m>0, i m+2>0. Stad m=0.

Podstawiajac x* =t otrzymujemy réwnanie ¢ —(a+ 1)t +4=0.

Podane rownanie bedzie mieé cztery rézne rozwiazania rzeczywiste wtedy i tylko
wtedy, gdy rownanie ze zmienng ¢ bedzie mie¢ dwa rdine rozwigzania ty, t;
rzeczywiste i dodatnie. Tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy (a+ 1)2—-16>0it.t,>0,
it,+1,>0, czyli gdy (a+5)(a—3)>0i4>0ia+1 >0. Stad ae(3; o).

Podstawiajac x*=t otrzymujemy rownanie ¢>—10t+9—m=0. §)]
Podane réwnanie ma 4 rdine rozwigzania rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy
rownanie (1) ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste dodatnie, czyli gdy me(—16; 9).
Réwnanie ma dokladnie 3 réine rozwigzania rzeczywiste, gdy rownanie (1) ma dwa
rbime rozwiazania rzeczywiste, zktorych jedno jest zerem, a drugie liczba rzeczywista
dodatnia, czyli gdy m=9.

Rownanie ma doktadnie 2 réine rozwiazania rzeczywiste, gdy rownanie (1) ma dwa
rozwigzania rzeczywiste roznych znakow lub dokladnie jedno rozwigzanie rzeczy-
wiste dodatnie, to znaczy gdy m= — 16 lub me(9; o).

Réwnanic ma dokladnie jedno rozwiazanie rzeczywiste, gdy réwnanie (1) ma
dokladnic jedno rozwiazanie zerowe, a to jest niemozliwe.

Roéwnanie jest sprzeczne wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie (1) ma doktadnie jedno
rozwigzanie ujemne lub réwnanie (1) ma dwa rézne rozwiazania ujemne lub
réwnanie (1) jest sprzeczne. Tak bedzie, gdy me(—oo; — 16).

Podane réwnanie moina przeksztatci¢ do postaci (x+1)*—6(x+1)* +a+5=0.
Podstawmy (x+ 1)*=t. Wtedy otrzymujemy réwnanie t*—6t+a+5=0.
Oznaczmy przez A wyréinik ostatniego rownania, a przez ¢, i t, jego pierwiastki
(niekoniecznie rozne). Podane réwnanie ma 4 rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy
A>0it,+1,>0i t;t,>0, czyli gdy ae(—5; 4).

Réwnanie ma 3 rozwiazania, gdy A>01i t,t,>01 ¢, +1,>0, czyli gdy a=>5.
Réwnanie ma 2 rozwigzania, gdy A>01i ¢,¢,<0lub A=01i¢, +t,>0,

czyli gdy ae(—oo; —5) lub a=4.

Dla zadnego a€ R rownanie nie ma dokladnie jednego rozwiazania.

Rownanie nic ma rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy 4<0 lub A=0, t¢,>0
it,+1t,<0, czyli gdy ae(4; ).
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540. D'ane réwnanie mozna przeksztalci¢ do postaci (x—1)(x*—64)=0. Wobec
roéwnanie to bedzie mie¢ dokladnie dwa rozwiazania rzeczywiste wtedy i tylk
wtedy, gdy réwnanie x"—64=0 bedzie mie¢ dokladnie jedno rozwigzanie. Ta
bedzie v'vtedy i tylko wtedy, gdy n bedzie nieparzysta liczba naturalna. Rozumuijg
podque s(tiwierdzamy, ze dane rébwnanie ma dokladnie trzy rozwigzania ta
czywiste, gdy n jest parzysta liczba naturaln: i i i
catkowite, gdy n=2 lub n=6.a ? b & dokdadnie try rorwiazand

541.

=3

Poniewaz liqba TzecZywi ) ista r jest pierwiastkiem wielomianu W(x), wigc W(r)=0. Wobe
'tego prawdziwa jest rownowainos¢ W [W(r)] = W(r) <> W(0)=0. Stad i z faktu, ze W({
jest wyrazem wo.lnym wielomianu W(x) wynika prawdziwos¢ podanego twierdzenia;
L!wagaz Ana!opcznie mozna ;prawdzié, Ze jesli liczba rzeczywista r jest pierwiast
kiem wielomianu W(x), to r jest rozwiazaniem réwnania W [W(x)] =x wtedy i tylk(
wtedy, gdy wyraz wolny wielomianu W(x) jest réwny r.
542. I sposdb.
x3—2(p+ Dxi+(p~3)x+3=0<x>~px*—x*+px—3x+3=0<
< x}(x—1)—px(x—1)=3(x—1)=0<(x—1)(x2~px—3)=0<
<(x=1lub x>—px—3=0).
Poniewaz wyr6znik trojmianu kwadratowego x— j 2 ij
onicw ' _ px—3 jest réwny p*+12 i jak
wida¢ jest dodatni dla kazdego p e R, wigc rownanie x> —(p+ l)x’+(p—3)x+3j=0
ma dla dowolnego rzeczywistego p trzy rozwiazania rzeczywiste:
) p—/P +12 p+./p*+12
’ 2 ’ 2 )
Latwo zauwazy¢, ze liczby te dla kazdego pe R spelniaja nierownosé
p—/pP*+12 p+/p*+12
2 <l< > . Wobec tego tylko liczba 1 moze byé $rednig
arytmetyczng liczb pozostatych. Tak bedzie wtedy, gdy
p—/p*+ 12+p+Jp=+ 12
2 2
IT sposéb.
Nlef:h X33 Xz X3 b@da liczbami rzeczywistymi. Bez ograniczenia ogélnosci rozwazat
mozemy przyjat, ze Xy <Xz <X3. Przy tych ustaleniach tylko liczba x, moze byé
ér?dma arytmetyczng liczb pozostalych. Natomiast ze wzoréw Viete'a dla wielo-
mianu stopnia trzeciego wynika, ze liczby x,, x,, x, beda rozwigzaniami podane
. 3 ? ? go
roéwnania wtedy i tylko wtedy, gdy x, +x, + X3 =p+1 i x,%, + X, X3 + X, %3 =p—~3 i
X1 X3X3= =3,
Powiemy wigc, ze warunki zadania beda spelnione dla takich w i
arto§ci parametru
p, dla ktérych prawdziwy bedzie uklad réwnas: )

=2. Stad p=2.

Xy +Xp+X3=p+1i XXy +%, %34+ X3%3=p—3,1 %, %X,%3=—3, i xz=£x—3.
Przeksztalcajac ten uklad ' pt2, _pHl.
jac ten uklad otrzymujemy x, +xy==3—i x,="0, i

—2p*+5p-29

Xy Xq= 9 , 1 2p®~3p* +24p—52=0.
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Latwo sprawdzié, e jednym z rozwigzan rownania 2p° —3p%+24p—52=0 jest
p=2, a dzielac wielomian 2p*—3p*+24p—52 przez p—2 otrzymujemy trojmian
kwadratowy 2p” +p+ 26, ktdrego wyroznik jest ujemny.

Oznacza to, ze jedynym rozwigzaniem réwnania 2p° —3p* +24p—52=0 jest liczba
p=2. Wobec tego dane réwnanie ma trzy rdzne rozwiagzania rzeczywiste, z ktérych
jedno jest $rednig arytmetyczna pozostalych wtedy i tylko wtedy, gdy p=2.

543, Oznaczmy pIzez x,, X,, X, [ozwiazania podanego rOwnania i

zalozmy, ze x,x3=1. 8y
Ze wzordéw Viete’a dla wielomianu stopnia trzeciego wynika, Ze
X, X%y = —2./3. V)

Z roéwnoscei (1) i (2) otrzymujemy x, = —-2\/5. dzielac wielomian
3x3+2./3 x2—21x +6,/3 przez dwumian x +2./3 otrzymujemy tréjmian

3
kwadratowy 3x*— 4\/§x +3, ktérego pierwiastkami sg liczby x,= %_- ixg= ﬁ

544, Poniewaz X, :X;:Xy=1:2:3, wigc x,=2x, i x3=3x,.
Stad i ze wzoréw Viete'a dla wielomianu stopnia trzeciego wynika, Ze:
6x,=6i 11x2=p, 6x}= —q. Zatem x, =1ix,=2,ix;=3,ip=11, ig=—6.
Latwo sprawdzié, Ze otrzymane wartosci czynia zadoé¢ warunkom zadania.

§45. Poniewaz wyrazem wolnym wielomianu x*—px+2 nie jest liczba zero, wigc
rozwiazaniem tego rownania nie moze by¢ 0. Zatem musi byé a#0ib#0. Wiadomo,
ze jesli rownanie stopnia trzeciego ma dwa rozwiazania rzeczywiste, to ma takze
rozwiazanie rzeczywiste trzecie. Oznaczmy je przez c. Prawdziwa jest wigc rOwnosé:
A —pc+2=0. 1)
Ale poniewaz liczby a, b, ¢ sa rozwiazaniami réownania x3 —px +2=0, to zgodnie
ze wzorami Viete’a dla wielomianu stopnia trzeciego,

-2
jest abc= —2, skad e=—p 2

=2\° -2
Z roéwnosci (1) i (2) otrzymujemy (-;;) —p(E>+2=0
Wobec tego (ab)®+p(ab)*—4=0. Ostatnia réwnos¢ oznacza, ze liczba ab jest

rozwigzaniem réwnania x> +px? —4=0.

546. Jesli x, jest wspolnym rozwiazaniem rzeczywistym podanych réwnan, to prawdziwe

sa réwnosci:

x3+axo+b=01i x3+cxo+d=0. (1)
Odejmujac te rownosci stronami otrzymujemy

(a—c)xq+b—d=0. 2

Jezeli a=c, to z réwnosci (2) wynika, ze b—d=0, czyli b=d i jak latwo sprawdzi¢
rownosé (ad—bc)(a—c)?* =(b—d)? jest wtedy prawdziwa.

d—b .
Jesli a#c, to z rownosci (2) mamy Xo=—— Mnozac réwnoéci (1) obustronnic
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odpowiednio pierwsza przez d, druga przez b i odejmuj i stwi ’
. A ejmujgc stronami stwierdzamy
28 x3 (d—b)+(ad~ bc) x, =0. Stad i z faktu, Xxo#0 wynika, ze xﬁ(d—b)+ad—bc=g

Po wstawieniu do ostatniej réwnosci x, =

P i wykonaniu prostych pruksztalccﬁ

dostajemy tezg naszego twierdzenia.

547. Przyjmijmy, ze 3/ 542 — 3[\/5-—2——~x. 1)

Podnoszac obie strony réwnosci (1) do trzeciej potegi otrzymujemy

x= 5+2—(\/§—2)—3~\3/\/§+2~\3/\/§—2-(\3/\/§+2—-\3/\/§—2),czyli

x3=4—3(\a/JT+; —\s/ﬁ—vz) 7))

Z réwnosci (1) i (2) otrzymujemy x*=4— 3x, czyli
x34+3x—4=0. (3)

Latwo stwierdzamy, 7e jedynym rozwiazaniem réwnania (3)jest liczba 1. Wobec tego

e N

548. xc—(—\/g; O)U(\/E; ).

557. xe{~2; %).

549. xe < —3; 2)U{3; ). 558. xe(—1;2).

550. xe{(—2; 2>u(T; ). 559. xe(—o0; —3)0{3}.

551 xe(—o0; —3)u(0; 1D, 560. xe(—o00; —5>U{~3}u(2 o).
552. xe(—/3;./3). 561. xe(~o0; —2)u{2}u(3; 4).
553. xe(—3; —1)u(2; o). 562. xe(—o0; —3)U{1}u(2; 3).
554. xe(—o0; —=2>u{—1; 3). 563. x€(0; 2).

555. xe(—o0; 2). 564. xe(0; 1).

556. xe(~5; ~2)u(5; o).

565. Podstawiajac 2x?>—3x—6=1 otrzymuj ieréwnosé
stay = ymujemy nieréwnos$¢ (t—2)t <3, ktorej 16
wazny jest uklad t>—1it<3. 2 1ol rowne-
Wobec tego rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu

2x?—3x—6>—11i 2x>—3x—6<3. Stad xe(—;; —I)U(f' 3)
)

566. xe(— o0; —\/E).
567. xe<0; \/2).

568. xe(—/3; —1)u(0; 1).
569. xe(0; 1)u(4; 5).
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§70. D,;={0; /3).
571. D, =(—00; —u(—1; 0DUCZ; 3)u(3; o).

1 11 1
. D,={-1 —= - = = 1).
MU YR Ve
§73. Z treéci zadania wynika, Ze y=+/(x*—4)*—3(x*—4)—10. Wobec tego dziedzing
rozwazanej funkgji jest zbior D={xe R:(x*—4)*—3(x*—4)— 100}
Nierownodé (x2—4)>—3(x?—4)—10>0 rozwiazemy podstawiajac x?—4=t. Po
tym podstawieniu mamy ¢*—3t—10>0. ‘
Stad t< —1 lub 5. Zatem D={xeR:x*—4< —2 lub x*—4>5}=
=(=00; =3)U{~+/2 /2)U(3; ).
§74. Jedli W(x)=x2—x+1, to:
WIW) =X —x+36< (x> —x+ 1)} —(x2—x+1)+12x*—x+36<
oo x*—2x2 4 x2—3620<> X2 (x2—2x+1)—3620<> x* (x—1)?~362 0+
o [x(x—1)]*—6*20< (x> —x—6)(x* —x+6)=0.
Stad xe(—o00; —2)>U(3; 0).
575, Jesli W(x)=x>+x+1, to:
WIW)]> W +x+ 12+ +x+ D +1>x> +x+1e
o xt +2x3+3x2 4+ 2x+ 2> 0 (x4 + 203 + 2x%) + (% + 2x+2) > 0 <>
< x2(x+2x+2)+(x*+2x+2)>0<
< (x2+2x+2)(x*+1)>0«xeR
§76. Z tresci zadania wynika, z¢ 1+1—7+a+b=01i 1-1-7—a+b=0. Stad a=—1
i b=6. Dzielac wielomian x*+x3—7x?—x +6 przez x*>—1 otrzymujemy tréjmian
x2+4+x—6. Oznacza to, z¢ danej nierdwnofci réwnowazna jest nieré6wno$¢
(x*—1)(x* +x—6)>0. Stad x€(—00; —3)uU(—1; DU ).
877. ae(—o0; —1)>U(l; 3).
§78. ae(—w; —y/3u(—/2 DU/2 3).
§79. Wskazowka: X8+ x6—48x*+x2+120e(x*—1)2 +x*(x* —1)*20.
580. Jesli x<0, to wszystkie skladniki lewej strony nierdbwnosci sg dodatnie, wigc
nierownosé jest prawdziwa. Jesli 0<x<1,to 1—x>01i x—x1=x5(1—-x%20i

x16>0, wiec nieréwnosé jest prawdziwa. Jesli wreszcie x> 1, to
x16_x1=x11(x5—1)>0i x5 —x=x(x*—1)>0i 1>0, wiec nieréwnos¢ jest takze

prawdziwa.

581. Nieréwnosé (x+2) (x2 —k)+2k+ 1>0 bedzie speiniona przez kazda liczbg rzeczy-
wista wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian (x*+2)(x*—Kk)+2k+1 nie bedzie miat
pierwiastkow. Oznaczmy x?=t. Nalezy wowczas zbadaé, kiedy rownanie kwad-
ratowe (¢ +2)(t — k) + 2k + 1 =0z niewiadoma  nie ma rozwigzan lub ma rozwigzania
ujemne. Tak bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy ke(— co; 4).
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§ 6. Funkcje wymierne. ROwnania i nieréwnosci wymierne

582.

583.

584.

58S.

587.

589.

a—b,a#bia+b.

9 1
G——E’ a#—-bi a#b, i a#—ib.

b
®
+

1 1 1
3+—3=( —)(x’——l+—5)=a(az-—2—l)=a3—3a.
x x x

1 1)2

x‘+—4=<x2+—z) —2=(a*-2>—2=a*—4a%*+2.
x x

A=1iB=-1,i C=2

-1
. a) fLf(9)] =’2‘—-. Dziedzing jest zbiér R\{1, 2).
—X

b £ L0 =23xl_’%. Dziedzing jest zbior R\{1, % 2).

Jezeli x3—x2>0, czyli xe(l; o), to y=x2.
Jezeli x3—x2 <0, czyli x & (—o0; O)U(0; 1), to y=—x? (rys. 33).
37
yA

Rys.

590.
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>xY

0\3 ; ;
. -0 1

33

g _xA-1 (=P +])
Jezeli x*—1>0, to y—xz_l— e =
x*—1
x2—1
Wobec tego funkcja f jest okreslona nastgpujaco:
7 _{x2+1 dla xe(~o0; —1)u(l; o)

T |=x*—1 dla xe(~1; 1) (rys. 34).

x%+1. Jezeli x2—1<0,

to y=— =—x*-1.

Rys.

xy

34.

4
1

x—

+3
591. Widag, ze y=%=——+l (rys. 35).

j7 )

Rys. 35

-5

2x 1
592. Widaé, ze y=——=——+2 (rys. 36).

x—5 x-3

Rys. 36
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-3x-2 4 I 7
593. Zauwazmy, ze y= s —x+2—3 |
(rys. 37). I
I
I
I .
SN 13
________ I_::I.__\_______
I -3
I
I Rys. 37
3
594. Zauwazmy, 726 y=——=——+1
uwazmy, ze y 2 x—2+ 7 ) |
(rys. 38). |
\ I
(
I
|
I
I
|
|
S | B A S s
\/ I
| >
-1 0 2 x
| Rys. 38
—2 1
595, Jezeli x>2, to y— —_
—4 T x+2 |
o A
Jezeli x<2ix#—2,t0 |
2—-x -1 I
y= PO x+2 |
(rys. 39). :
! —
-ZI ‘/———02 X
| Tz
|
I
[
I Rys. 39
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1
596. Jezeli x> —x?+5x>01i x#2, czyli x>01i x#2, to y= = Jezeli

x3—x2+5x <0,

-1
czyli x<0,to y=——

x—2
(rys. 40).

597. Latwo sprawdzié, ze x> —x?—x+1=(x2—1)(x—1).
[x2—=1}(x+2)

Dx-1)
—-x—2

Zatem funkcja f okre$lona jest wzorem y=

Jezeli x*—1>0, to y=

A

Stad funkcja f okreslona jest nastgpujaco:

i+l dla xe(—o0; —1)u(l; ™)

-1
fiy=

——3—1 dla xe(-1; 1)
x—1

(rys. 41).

YA

o=

2
+l,3eze11x —-1<0,to y=

N

>y

Rys. 40
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-5
598, Jeseli x301 x#2, to y= 222 42
3 3x-2 23
x—= P/ W
3 |
2 | |
Jeielix<0ix;é—§, I |
I
|
5 ; |
2x+3 9 2 |
to y=———=-——1+= (rys. 42). 1
OV ey 2t s AL/
x+= |
5 | |
I
_______ A
L
; —
-\% 0 §: ) x
I
| I
| |
| |
| f
| I
| l
l I
| l Rys. 42.
599. Jeseli xe(—o0; —1), to y= L —X¥+D_-2
Jezeli xe{—1; 0Q)u(0; 1), to y=M=2.
X
- Jezeli xe(1; ), to y=w=—2- (rys. 43).
X X
Rys. 43
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600. Dla x =0 nieréwnos¢ xy< 1 przyjmuje posta¢ 0- y<1 i speinia ja kaida para liczb

rzeczywistych postaci (0, y).
. 1 1
Jezeli x>0, to xy<1<>y<—. Jezeli x<O0, to xy<1 <> y>— (rys. 44).
X x

yA
|
|
1
A \
i \
A
N\
N\
N
N\
A
N
N
Y
—
e~
B~
-
——— ——eeed -
——— 0 X
— 0
.
N
N
N
N
\
N
A Y
\ .
1
Rys. 44.

601. Dla x =23 podana nieré6wnos¢ przyjmuje postaé 0-(y+2)< 11 spehia ja kazda para

liczb rzeczywistych postaci (3, y).
1
Jezeli x> 3, to (x—3)(y+2)<1 ey<;_—3—2.

1
Jeieli x<3, to (x=3)(y+ <1 = y>—5 -2 rys. 49).

74 |
"
:
P |
-\
Sy -
—0 3r\3; x
i —\
{ \\
—1= \)\
- _5.__4 _______ i — ~
1
23 ~——
N— rﬁ
E__r—_.—_—
Rys. 45 A

12 — Zbior zadan
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602. x+y<xy<e>xy—y>x<y(x—1)>x.

Dla x=1 nieréwnoéé y(x—1)>x przyjmuje postaé y-0>0 i jest nierownoscig

1
sprzeczna. Jezeli x> 1, to y(x—-1)>x¢y>ﬁ+l. Jezeli x<1,to y(x—1)>x<>

1
9y<ﬁ+1 (rys. 46). yh

!

==

' e——

| ——

[ ——

S

1 I —
S B S == __
—T o
————0 1 X

Rys. 46

603, xy—2x+y<3<>xy+y<2x+3ey(x+1)<2x+3.

Dla x= — 1 nierdwno$é y (x + 1)< 2x + 3 przyjmuje postaé y-0< 3 i spelnia ja kazda

para liczb rzeczywistych postaci (—1

i

1
Jesli x> —1, to y(x+1)<2x+3 e yg——+2.
x+1

1
Jesli x< —1, to y(x+1)<2x+3¢y>m+2 (rys. 47).

Rys. 47
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xy

3B

610.

611.

612.
613.
614.
615.
616.
617.
618.
619.

620.

. ROwnanie sprzeczne.

. Rownanie sprzeczne.

606. x=2.
607.

x=-—1.

. Dziedzing rownania jest zbiér R\{—2}. Przyjmujac

x2=3x+4

w12 =t otrzymujemy

15 1
réwnanie postaci ¢ + =3 ktorego rozwiazaniami s liczby ¢, =2it, = 5 Wobec tego

x2-3x+4 x2-3x+4 1 3
=21ub ==, =01 =5,lub x=—, lub x=2.
12 2 lul YY) 2Stadx ub x=35, lub x 3 ub x=2

. Dziedzing réwnania jest zbior R. Przyjmujac x* — 3x + 3=t otrzymujemy réwnanie

.12 6 , . . . 2,
postaci ?+-t_+_l=t+_2’ ktorego rozwiazaniami sa liczby t,=—§ ity=1. Wobec

2
tego x2—3x+3= -3 lub x2—3x+3=1, skad x=1lub x=2.
Podana funkcja osigga warto$¢ najmniejsza réwng 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

—(m=2*+4(m—1) _ ~
oD L Sadm=2

m—-1>0i

e(-22)

xe(—o00; O)u(l; o).

621. xe(—o0; —1)U(—1; 2).

622. xe(—o0; — l)u(—l; %)

xe(—4; —3)ul2; ). 623. xe{—1; 2)u(2; ).

xe(=% -1 624, xe(l; i)u(2; ).

xe(—00; —3)u<0; 3). 25

xe(—o00; —2)udl; 2)U(3; ). 625. xe(—o0; 3).

x€(=22). 626, xe(—o0; —1jul - l)u(l; ).
xe(—1; 4) 3

xe(=8; 1), 627. D;=(—o0; 0)U(2; 3).

628. D, =(—o00; —1)u{4; ).
1 1 i
xe(—oo; —§>u<5; l)u(l; 2). 629. D,=(~5; 2)

. Podstawiajac x*=t i obliczajac miejsca zerowe trojmianu t* +¢—20 stwierdzamy,

e xB+x*—20=(x*+5) (x* —8) =(x* + ) (x* +2) (x* — 2).
Poniewaz (x*+5>0i x*+2>0), wiec:
xeR
x8+x‘—20;é0¢>x2—2¢09(x¢ﬁix#—ﬁ). 7
Oznacza to, 3¢ dziedzing podanej funkdji jest zbior R—{—./2, \/2}.
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631.

632.

633.

634.

635.

636.
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Przeksztalcamy wzor okreslajacy funkcje f:

x6—7x*—6 _ x0—x?—6x>—6  x*(x*—1)—6(x*+1)

P —20 Y- +2) P +9)P-2)(*+2)

X =D+ -6 +1) _ (x2+1)(x*—x2—6)
*+5(2=2)(x*+2)  (x*+5)(x*-2)(x*+2)

Rozkladajac wielomian x*—x2—6 na czynniki otrzymujemy
x*—x2—6=(x*+2)(x*-3).

2+ +2)(x*-3) _(xz +1)(x2-3)

fx)=

Wobec tego f(x)=

P +5)(x2=2)(x2+2) (x*+5)(x2-2)
Stad i z faktu, ze x/e\R (x2+1>0i x*+5>0) wynika, ze

J(x)> 5 =AU(=/2 /2)u(3; ®)

Latwo zauwazy¢, ze zbidr liczb catkowitych zawiera si¢ w zbiorze
(=05 —/3(—=+/2 /2)U(/3; 0). Zatem xé\C f(x)>0.

Poniewaz wyrdéznik tréjmianu kwadratowego x2+x+ 1 jest ujemny, wiec podana

nieréwnos¢ jest rOwnowazna uktadowi nier6wnosci S(x2 +x+1)<xt—x+11i

x?—x+1<3x2+3x+3, czyli uktadowi nieréwnosci (x—1)>20 i (x+1)2 =0, ktéry
jest spetniony przez kazda liczbg rzeczywista.

Poniewaz wyrdznik tréjmianu kwadratowego x2 + 2x + 3 jest ujemny, wigc podana
nier6wnos$¢ jest rOwnowazna uktadowi nieréwnosci

6x2+(@+10)x+24201i 3x2+(8—a)x+3>0.

Powyzszy uklad bedzie spelniony przez kazda liczbg rzeczywista wtedy i tylko wtedy,
gdy wyrozniki trojmian6w stanowiagcych lewe strony nieréwnosci beda niedodatnie,
to znaczy gdy (a+10)>*—242<0 i (8—a)*—36<0. Po rozwigzaniu powyiszego
uktadu nieréwnosci otrzymujemy: ae{2; 14).

xe(—1; 0)u(l; oo). Wskazéwka: Rozwiazaé uklad nieréwnosci: x <x? i x>1.
x
1 . . . 1 :
A=(—o0; =1)u(-1; _€>' Kres gorny zbioru A4 jest rowny ~ kres dolny zbioru
A nie istnieje.

Wskazowka: A=(—1; 2)u{3; o), B=(§; oo).

Przy zalozeniu m#1 proste o podanych réwnaniach przecinaja si¢ w punkcie

m+4 m*+4
P= oy —y . Punkt P bedzie nalezat do prostej o rownaniu y=2x—2 wtedy

i tylko wtedy, gdy 2- _+i_2_m +4 \/6

637.

638.

639.

641.

642.

643.

647.

649.

Rozwiazujac podany uklad réwnan przy zalozeniu, ze me R—{ —2} stwierdzamy,

. L mi+4 —m?+2m—8
e jego rozwiazaniem jest para liczb x=- iy= . Dalsza czgsé¢
. m+2 m+2
: ) .m*+4  —-m*+2m—8
pracy sprowadza si¢ do rozwigzania nieréwnosci b +6. Stad
m+2 m+2

otrzymujemy: me{—2; 0>uU{4; ).

ke(—oo; —;)U(Z; 0).

()

. me(1; 4).

Warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy
4
k#-—2i 16—4(k+2)(—k+2_)>0 i m?Z. Stad otrzymujemy: ke(—2; 0).

(L)

me(—oo, 131-9>u<1; 25U(5; ). 645. ke(2—./5; 1).

Oznaczmy x*=t. Wtedy otrzymujemy rownanie: (a—t)t*—2(a+3)t+a—1=0.
Warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy rownanie kwadratowe
z niewiadomg ¢t bedzie mieé dwa roine dodatnie rozwigzania. Tak bedzie wtedy

2(a+ 1
i tylko wtedy, gdy: a#2 i 4(a+3)*—4(@a—2)(a—1)>0i (a )>0 2~ 5o
Stad ae(2; ).

644. me(—oo; —2)u(-;—; oo>. 646. me<\/§; 2).

a—2

Z treéci zadania wynika, Ze szukany ulamek musi mieé postaé i spelnia¢

x+2 1 x— 3 1
1 i
uklad nieréwnosci ——— 2+1 4 S __4 T
Rozwiazujac powyzszy uklad stwierdzamy, ze spelniaja go wylacznie liczby z prze-
dzialu (2; 2 ++/11). Uwzgledniajac fakt, ze x € Ni szukany utamek jest nieskracalny

34,5
stwierdzamy latwo, ze warunki zadania spelniaja trzy ulamki: -, 7 15 Iy

Oznaczmy: x — liczba litréw jaka nalezy wziaé z pierwszego zblormka, y — liczba
litréw jaka nalezy wziaé z drugiego zbiornika. Zakladamy, ze x,y€(0; 12). Z tresci

zadania otrzymujemy uklad rownan: x+y=12i

iy=3.
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651.

652.

653.

654.
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Oznaczmy: x — liczba kilogramow jaka nalezy wziaé z pierwszego stopu,
y — liczba kilograméw jaka nalezy wziag¢ z drugiego stopu. Z tresci zadanig
1 2
xX+y 60
otrzymujemy uklad rownan: x+y=10i 73 p. Stad x=

ERl

-90p .
i
+p

100p—50 60—90, 100p— 50
=——p——>0. Zadanie ma rozwiazanie jesli p>0 i —2
1+p 1+p 1+p

12
tad = =)
Sta p6(2 3)

Niech liczby dodatnic x i y oznaczaja odpowiednio mase stopu pierwszego i masg
drugiego, na przyklad w kilogramach, jaka nalezy wziaé, by otrzyma¢ stop trzect

>0.

x
o Zadanej w zadaniu wlasnosci. Przy tych oznaczeniach mamy obliczyé =
y

1
Z treici zadania wynika, Ze w stopie pierwszym jest 7* kilograméw miedzi

3
cynku. Warunki zadania beda wigc spetnione wiedy i tylko wtedy, gdy

1 2
TP 11 sxiey 17
3 3 oy A T
-3-x+§y
Stad 9y=35x, czyli Z= o,

y 35

Oznaczmy: x — liczba dni potrzebnych na wykonanie pracy przez pierwszego
robotnika, y — liczba dni potrzebnych na wykonanie pracy przez drugiego
robotnika. Zakladamy, e xe Nix>50i ye Ni y> 20. Z tresci zadania otrzymujemy

111
uklad rownan: x—y=30i~+-=—. Stad x=601 y=30.
x y 20

Oznaczmy: x — liczba godzin ktorych potrzebuje pierwszy automat aby wykonaé
calg pracg, y — liczba godzin ktérych potrzebuje drugi automat aby wykonaé cala
pracg. Zakladamy, ze x>3 i y>3. Z treici zadania otrzymujemy uklad roéwnan:

111163
=+-—=zi-+-=- Stad x=41iy=12.
y 4

Oznaczmy: x - szukana liczba dni, y — liczba dni potrzebnych do wykonania
pracy samodzielnie przez kopark¢ B. Zakladamy, e ye Ni y>11 i x>0. Wtedy
y—5 oznacza liczb¢ dni potrzebnych do wykonania pracy przez koparke A. Z tresci

1 1 1 1 1

zadania otrzymujemy uklad réwnan: —4+ ——=1i 2(—+—-—)+x'-= 1.
y y=3 y y=3 y

Stad x=101i y=15.

2 2 3
i=x kilograméw cynku, a w stopie drugim jest gy kilograméw miedzi igy kilograméw

655.

656.

657.

658.

659.

Oznaczmy: x — liczba godzin potrzebnych do napelnienia zbiornika przez pierwszy
kran, y — liczba godzin potrzebnych do napelnienia zbiornika przez drugi kran,
Zakladamy, ze x>2 i y>4,5. Z tresci zadania otrzzymujemy uklad rownas:

—x¥—=x—2 i ;%:y—4,5, Stad x=51 y=17,5.

Oznaczmy przez x predkos¢ drugiego rowerzysty w km/h. Wtedy predkosé
pierwszego rowerzysty wynosi x + 2. Zaktadajac, ze x>0 otrzymujemy réwnanie:

36 36 1 ,
— ————=-, Stad x =16. Predkosc.
x x+2 4 tad x ¢

Oznaczmy przez x planowana predkosé¢ pociagu w km/h. Zakladamy, ze x>0.

80 4
212 Stad x=50.
x+10 15 DReX

.zystow wynosza wiec 16 km/h i 18 km/h,

. 8
Z tresci zadania otrzymujemy réwnanie: —=

Oznaczmy: x — obwdd kola tylnego w metrach, y — obwdd kota przedniego
w metrach. Zaktadamy, ze x>y>0. Z tresci zadania otrzymujemy uklad rownain:
36 36, 36 36

—46=—i-—+3=—- Stad x=3 i y=2.
x+ ylx+1 y+1 2 Y

. i 3.2
Srednice kot wynosza -

Oz.naczmy: x — predkoéé pierwszego punktu w cm/s., y — predkosé drugiego
punktu w cm/s. Zakladamy, ze x>0 i y>0. Z tresci zadania otrzymujemy uklad

rownan: —5-—4—=9 i g——5-4—=12. Stad x=91i y=3.
x=y x Yy

Oznaczmy odleglo$é od A do B mierzona w kilometrach przez a. Poniewaz droge
od A do B przeby! samochéd z predkoscia v,, wigc na pokonanie tej drogi
potrzebowat

d godzin. Rozumujac analogicznie stwierdzamy, ze drog¢ z B do A przebyt
L1

samochéd w czasie s godzin. Wobec tego srednia predkosé v, samochodu w obie
Uy
ata 2o,

a v+v,

strony jest rOwna: v,=

Uy U2

. 2
Wstawiajac v; =40 km/h i v,=30 km/h otrzymujemy v,= 347km/h.
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Indukcja matematyczna

Oznaczmy lewg strong dowodzonej rownosci przez L, prawg przez P.

1). Jezeli n=1, to L=1 i P=1% wigc L=P. Oznacza to, z¢ dla n=1 podane
twierdzenie jest prawdziwe.

2). Zakiadamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dia dowolnej ustalonej liczby natural-
nej n, to znaczy zakladamy, ze dla liczby n prawdziwa jest rownoéé
14+3+5+...+(2n—t)=n>

Dowodzimy, ze wowczas twierdzenie ,.st prawdziwe dla liczby n+1, to znaczy
dowodzimy, ze prawdziwa jest rownosc:

143454+ +Q2n—1)+Q2n+1)=@n+1)

Korzystajac z zalozed mamy:

14345+ +Q2n—1)+Q2n+D)=n*+2n+1=(n+1)2

Z 1), 2) i zasady indukcji matematycznej wynika, ze podane twierdzenie jest
prawdziwe, .

Oznaczmy: L — lewa strona dowodzonej rownoéci, P — prawa strona dowodzo-
nej rownosci. Jezeli n=1, to L=1i P=1, zatem L=P.
Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwno$é:

1
1+2+3+...+n="("; ).

Wykazemy, z: 1+2+3+...+n+(n+1)=(—nw.

Zauwazmy, ze:

_nr+1)42(n+1) (n+1)(n+2)

B 2 2
Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

14243+ +n+(n+1)=

+(n+1)

n(n+1)
2

. Oznaczmy przez L lewa strong dowodzonej réwnoéci, przez P strong prawa.

Jezelin=2,to L=1-2=—1, P=—1, zatem L=P.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest rownosé:
1-24+3—-4+..+(2n—1)~2n= —n.

Wykazemy, 7e 1 -2+43—-4+..+(2n—1)—2n+2n+1)—(2n+2)=—(n+1).
Zauwazmy, 7e:

1-243—4+..+Q2n—1)-2n+(2n+1)—(2n+2)= —n+(2n+1)—-(2n+2)=
=—p—1=—(n+1).

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenic jest
prawdziwe. '

Jezeli n=1, to latwo sprawdzamy, Ze twierdzenie jest prawdziwe.
Zakiadamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest rownosé:

1
122243224 4 (—1p* 1 p2=(— 1! _”(”2+ )

676.

677.

Wykazemy, ze: 12 —22432—42+ . +(—=D** 1 02 +(=1)"*2-(n+1)=

nt .("_+1_)S'L2)
=(—1)**? 2
Zauwazmy, ze: t
1z_2z+32—4’+...+(—1)""-n’+(—l)"“'("+1)z=(‘1)m'n(nz+ =

+1)(n+2
+(—1)"”-(n+l)2=(—l)"“~f—-—;—l-[n+(—l)2(n+l)]=(—1)"”-(n—-¥r—'——).

Stad, na podstawic zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

Jezeli n=1, to lewa strona podanej réwnosci jest rowna 1+5'=6,
a prawa =6, zatem w tym przypadku twierdzenie jest prawdziwe.
Zakladamy, z¢ dla dowolnie ustalone;j liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnosé:
ntl 1
145 +52+..45"= y
n+2 1
Wykazemy, ze: 145 4+ 53 4.+ 5"+ 5" 1= y

Zauwazmy, ze:
n+l__ 1

5 S t1_144-5* S (144)—1
145" +5°+. 45"+ 5" =m0 = =

4 4

+5n+1=

5n+2_l
- 4 . . N .
Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

. . 2
Jezeli n=1, to lewa strona podanej réwnosci jest rowna 12 =1, a prawa (—2—> =1,

zatem w tym przypadku twierdzenie jest prawdziwe. o
Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest rownos¢:

l’+2’+...+n3=[@]z.
(n-f-l)(n+2):|2

Wykazemy, Ze: 1’+2°+...+n’+(n+1)3=[ 5

Zauwazmy, ze:

ni* 2+ 172 +4(n+1)°
1’+2’+...+n3+(n+1)3=[ﬁ(_"_2+_) n‘(n )4 (n _

_(+1)P[n’+4(n+ 1)]=(u+1)2(n+2)’=|:(n+ 1)(n+2)] 2.

+n+ 1=

4 4 2 . .
Stad, na podstawic zasady indukcji matematycznej, podane .twierdzenie jest
prawdziwe.
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684. Latwo sprawdzié, ze dla n=1 twierdzenie jest prawdziwe.

186

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest rownosé:

P A LR
2 227937 Zn-l_ -1

2 3 4 n on+l . ne3

w k 7 " :1 AT ST T T 7 _=4— .

ykazemy, ge: 145455 4o sy b .

Zauwazmy, Ze:

1+z_'_3+4+ + n +n+1__4 n+2+n+1_ n+2 n+l _
2722703 T T gam1T am T gnmy bl »-1 gn |7
2n+4—n-1 n+3
=4 — =4 .
2" 2I
Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

13
Jezeli n=1, to lewa strona podanej réwnosci jest rtéwna 1—-2=Z, a prawa

1+2 3
24D (1-:_ 1)=Z’ zatem twierdzenie jest w tym przypadku prawdziwe.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnosé:

(1)(-D) (-
4 9 n+1?) 2(n+1)

. . 1 —1 N 1 _ 1 _ n+3
Wykazemy, ze: (“‘4)(‘ 9)‘"(1 (n+l)2>(l (n+z)2)‘z(n+2)'
AR \YAR \ N )=

Za“‘”“““’“('ﬁ)(l 9)'"(1 (n+1)2><] (n+2)‘)—

n+2 ( 1 )__ n+2 (n+2P-1_

T2+ )\ (n+27) 2m+1) (2P
_ n+2 (D@43 nt3
2(m+1)  (m+2PF  2(m+2)

Stad, na podstawie zasady indukcii matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

. Latwo sprawdzié, ze dla n=1 podana réwnoé¢ jest prawdziwa.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnosé:
a—b=(a—b)(a" ' +a" " 2b+..+ab" 2+ bV,

Wykazemy, ze: a"*' —b** ' =(a—b)(a"+a" " 'b+..+ab" 1 + ).

Zauwazmy, ze: @"* ' —b"* ' =a"a—b"b=a(a"—b")+ ab"—b"b=

=a(@a—b)(@ ' +a" *b+..+ab" 2 +b*" )4+ b*(a—b)=
=(a—b)[a(@ '+a" b+..+ab" 2+ b ")+ b=
=(@—b)(a@"+a" " 'b+..4+ab" L +b").

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe. )

687. Zaloézmy, ze m jest dowolnie ustalong liczba naturalna. Jezeli n=1, to lewa strona

(m—l)(2—1)+ 1=m+1

) 3 , zatem w tym

e s s m+1
podanej rownosci jest rowna a prawa

przypadku twierdzenie jest prawdziwe. ‘ o ) ’
Zakladamy, Ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnosé:

m+1 m+3 m+2"—~1 (m-1)(2"-1)
= +n.
2 + 2 +..+ o o
Wykazemy, ze:
m+1 m+3 m+2"—1 m+2"“—-1__(m—l)(2"“-1)+~n+1
2 + 2 +..+ > + R = i1 ( )
. m+1 m+3 m+2'——1im+2n+l_l—
Zauwazmy, z¢: > + 2 +... St
—_ " __ 2u+1_1 ‘m—1 2u+1_2)+m_1+2.+1
=(m L 1)+n+m+ =( X nt1 +n=
bl 2u+l 2
m—1)(2** 1 -2+ 1)+2""! m—-12"*1-1)
=( X a+1 +n= i1 +n+1.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

. Latwo sprawdzi¢, ze dla n=1 podana réwno$¢ jest prawdziwa.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnosé:
111 1 1 1 1

i —dam = b —— b
A WA T R ™
Wykazemy, Ze:

111 1 1 1 11 11 1
o d—— bbb
1= +37 a7 "2 ne1 42 nt2 a3 "7 2n 2m+1 2n42
Zauwazmy, ze

111 1 1 111 11 1
g m = —— b b =
L3 =2 "o el nt2 ntl na2 720 2m+1 2n42

1 1 1 1 1 1
ettt | = |+t ot .
’n+2+'"+2n+2n+1+(n+1 2n+2> nr2 e e
Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

. Dla n=1 lewa strona podanej rOwnosci jest rowna x, a prawa

x—=2x24x% x(1-x)
(l-x)z - (l—x)z . . s
Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnos¢:
x—(r+1)x**4ax"t?
(1—x)?

=x, zatem rownos$C jest prawdziwa.

X423 4. +nx"=

Wykazemy, Ze:

x=(n+2x" 2+ (n+x"+3
(1-x? '

x+2x2 4. 4" +n+ )" =
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690.

Zauwazmy, ze:
x—(n+1)x** 1 ynxt*2
(1-x?
_X= (+1)x" x4 (1— 2x+x2)(n+1)x"“
(1—x)?
_x— (n+1)x"“+nx"”+(n+1)x"”—2(n+1)x"”+(n+1)x"+3'
(1-xp?

_x= 2(n+1)- n]x"“+(n+1)x'l+3 x— (n+2)x"“+(n+1)x"+3

(1—-xp? (1-x)?
Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podana réwnoéé jest prawdziwa.

x+2x 4.4+ (n+1)x" = +(n.+1)x"*"=

Jezeli n=1, to lewa strona podanej réwnoéci jest réwna

1 + 1 x24+2x+3 2 ora 1 LN 4 1 4
—_—— = y wa =—— =
T+x 1422 Do+ P e I T =1 w1

(x+1)(x2+1)—4 Wt x24x— 3 x2+2x+3
(x Dix+1)(x2+1) (x Dx+1)(x2+1) (x D{x2+1y
Zatem w tym przypadku twierdzenie jest prawdziwe.
Zakladamy, ze dla dowolnie ustalone;j liczby naturalnej n prawdziwa jest rowhosé:
1 2 2n 1 2+

1+—x+1+x2+ 1+ x=1 11z —x T
Wykazemy, ze:

1 2 2n 2n+2 1 2u+2
m+l+x_2+""+1+x2"+1—x2"ﬁ=;+l_—?¢z'
Zauwazmy, ze: -

1 2 b 2n+l 1 2n+1 2n+1
Trx e T T e o o T T
_ L 2 (et ) om (1- 02

i ="+ +xT

1 L) 1 r*2

R R e

. Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest

691.

188

prawdziwe.

Jezeli n=2, to 10"—4=10>—-4=96 i jak widaé 12/96. Zalézmy, ze dla dowolnie
ustalonej liczby naturalnej n>2 istnieje liczba catkowita k taka, ze 10" —4=12k.
Wykazemy, Ze istnieje liczba catkowita ! taka, ze 10"** —4=12-1.

Zauwazmy, ze:

10°*1—4=10"-10—4=10"-10—40+36= 10(10"—4)+36=10-12k+ 36 =
=12(10k +3).

Przyjmijmy, e 10k + 3 =1. Poniewaz k € C, wigc [ € C. Istnieje zatem liczba calkowita
I (jest nia 10k +3) taka, ze 10"*1 —4=12-1

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

692.
693.
694.
695.
696.

697.
698.
699.
700.
701.
702.
703.

704.

705.

706.

Wskazéowka: 7' 1 —1=7"-7-1=7(7"—1)+6.
Wskazéwka: 5"* 1 —1=5"-5—1=5(5"-1)+4.
Wskazowka: 3472 4 1=34"2.34 1 1 =34~2.81 4+ 1 =81 (3*""2+1)—80.
Wskazowka: 52"*! +3=52""1.5243=52""1.25 4 3=25(5%""1 +3)—"72.

Wskazowka: Poniewaz m jest liczba naturalng parzysta, wiec m=2n, gdzie ne N.
Nalezy wigc pokazaé, ze dla kaizdej liczby naturalnej n liczba 132"+6 jest
podzielna przez 7.

Wskazowka: 2"¥3 4320 +3=n+2. 9 32n+1.9-
=2(2u+2+32n+1)_7,32n+1.

Wskazéwka: 34u+2+52n+l=34n—2,34+52n-1,52=
=34n"2.81 4 527125281 (34724 5271 56521,

Wskazowka: 26+7 4 gr+2=6nt1.96 L gntl.g
=26n+l.64+9n+1,9___64(26n+l+9n+1)_55'9n+1'

Wskazowka: 1173+ 1227*3=11"*2. 11 41221122 =
=,11u+2.11+122n+¥,144=11(11n+2+122n+1)+133,12‘2n+1.

Wskazowka: 62"+ 3724+ 3"=62"2-6243"*1.3 13" 1.3= :
=36-62""24+3-3"1 433" 1=36(62" 243" 143771~ 333" 1 3337,

Wskazowka: 62"72410-3"*1=62"-62+10-3"-3=
=36-62"+30-3"=36(62"+10 3" —330- 3"

Wskazowka: 32%*245:230+1 =23-1.33 1.5.930-2.23.227. 39" 1 . 40 230~ 2 =
=27(3%"14+5:2%7%)—95.2%"2,

Jezeli n=1, to 1031 —3(—1y'=10*+3=10 003.

tatwo sprawdzi¢, ze 7|10 003.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n istnieje liczba catkowita
k taka, ze 10%**1 —3(—1)"="7k.

Wykazemy, ze istnieje liczba catkowita [ taka, iz 103" *4—3(—1)**1=7-1
Zauwaimy, ze: 1034 —3(—1y*1=10%"*1. 103 ~3(~1)"(—1)=
=10%"*1-1000+3(—1)"=1000[10>"** ~3(—1)"]+3003(—1)"=

=1000- 7k +3003(—1)"=7[1000k +429(—1)"].

Przyjmijmy, ze 1000k +429(~1)"=1. Poniewaz ne Ni ke C, wiec le C.

Istnieje zatem liczba catkowita [ (jest nia 1000k +429(—1)") taka, ze

1034+4 3( 1)n+1_7 I

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

Wskazowka: 10272 —(— 1)+ 1 = 102 10 —(— 1)+ (—1)= 10"+ 100+ (— 1)’ =
=100[10%"—(— 1] + 103 (— 1)

Wskazowka: 1034 —10(—1)"*1=10%+1-103—10(—1)*- (= 1) =
=10°"*1-1000+ 10(—1)*=1000 [10°** — 10(— 1y] + 10010(— 1"
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707. Wskazowka: 10" 1441 ~2=10"10+4"-4 2=
=10(10" + 4" —2)—6- 4"+ 18.

708, Wskazowka: 4" !+ 15(n+ 1)~ 1=4"-4+15n+14=4(4"+ 15n—~ 1)—45n+ 18.

709. Wskazowka: 32"*3 4+40(n+1)—67=3"*1-94.40n~27=
=9(32"*1 4. 40n—67)—320n + 576.

710. Wskazéwka: 2"*3-3**1 4. 5n+1=2"%2.2.3*.34 5n+ 1=
=6(2"*2.3" 4 5n—~4)--25n425.

711. Wskazowka: 527+1-20% 24 3422241 o
__:52-—1,52,2n+1,2+3u+1,3.22n-1 -22=50-5-1 .2u+1+12,3u+l.22u—1=
=50(52n-1 N LA +3u+1 ,221»—1)__38 . 3u+ 1 ,22-— l.

T12. Jezeli n=1, to n®+5n=13+5-1=6 i jak widaé 6/6.

Niech dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n istnieje liczba catkowita k taka,
%e n’+5n=~6k.

Wykazemy, e istnieje liczba calkowita 1 taka, ze (n+1)* +5(n+1)=6L
Zauwaimy, 2e: (t+ 1)+ 5(n+ D=n*+5n+3n% + 3n + 6 =6k +-6 4 3n(n+1). Liczba
3n(n+ 1) jest podzielna przez 6, zatem istnieje liczba calkowita p taka, ze
3n(n+1)=6p.

Wobec tego: (n+1)°+5(n+1)=6k+6+6p=6(k+ 1+ p). Poniewaz k, pe C, wigc
k+1+pe C Przyjmijmy, Ze k+1+p=1 Istnigje wiec liczba calkowita ] (jest nig
k+1+p) taka, ze (n+1)*+5(n+1)=6L.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

713. Poniewaz m jest liczba naturalna parzysta, wigc m=2n, gdzie ne N. Wystarczy wigc
pokazaé, ze dla kazdej naturalnej liczby n liczba 8n®+-40n, czyli 8(n®+ 5n) jest
podziclna przez 48. Wystarczy udowodnif, ze dla kazdej naturalnej liczby n liczba
n® + 5n jest podzielna przez 6. Dowod ostatniego faktu zostal podany w rozwigzaniu
zadania 712,

714. Wskazowka: (n+ 1> +(n+23 +(n+3)°=

=n+ 13 +n+2)3 +n+9n2 42T+ 27.

715. Wskazéwka: Sprawdz, ze 5"*242-3"* 141 =
=5(5""142-3"*1 +1)~4(3"+1) i wykaz, 7¢ liczba 3"+ 1 jest podzielna przez 2 dla
kazdej naturalnej liczby n.

716. Wskazéwka: 4"* (3n+2)+1=4[4"3n—~ 1)+ 1]+ 12(4"~ 1) +9.

Wykaz, ze liczba 4*—1 jest podzielna przez 3 dla kazdej naturalnej liczby n.

7. Jezeli n=1,to W(x)=x3+(x+ 1)’ =x3+x>+3x3 4+ Ix+1="
=204 20 4 2x+ P 4 x 1 = 2x R x + D+ (P x+ D=0+ x+ 1 (2x + 1).
Widaé, e x2+x+ 1{W(x).

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej » istnieje wielomian P(x)
taki, 7e: x**2 4+ (x + 1) =P{x)(x2 + x +1).

Wrykazemy, 7 istnieje wielomian Q(x) taki, ze:

XL+ D I Q(x)(x% 4+ x4 1),
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Zauwazymy, ze:
xn+3+(x+l)2.+3____xn+2,x+(x+l)2n+l (x 2
. +1 -

=x"“'x+(x+l)2"“-(x2+2x+1)= )

=x“”-x+(x+l)2"“-x+(x+l)"“-(x2+x+l)=

=x[x"“+(x+l)2"“]+(x+l)z'+‘-(xz+x+l)=

=xP(x)-(x2+x+l)+(x+l)2"“‘(x2+x+l)=

==(x2. + X4+ D{xP(x)+(x + 12+ 1),

szyjmumy, & Q(x) = xP (x) +(x+1)**{, Poniewaz P (x) jest wielomianem i ne N/
wiec Q(x) jest wiclomianem. Istnieje zatem wiclomian Q(x) (jest nim
XP()+(c+ 1)) taki, 26 x"*3 4 (x+ 1" < (x2 4 x4 1O

Stq,d, na tawi . v . s . .
praWdZiwc‘pods e zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie Jest

718. ;eaz;ell n=1, tdo[ Wx)=x?~2x+1=(x~1)2 Widaé, 7e (x— 1)?{W(x)
ozmy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n istnieie wi - i

2a 1 n istnieje wiel

ze: nx‘f“—(n+1)x'+ 1=P(x)(x—1)% e viclomian P9 aks
Wykazemy, z¢ istnieje wielomian Q(x) taki, ze
(n+l)x"”—(n+2)x"“+1=Q(x)(x-l)’.

Zauwazmy, 7e:

M+ D)X 2 —(n42) " 1 g L g+ 2 o r 2 ( *

= —(r+hx*t oyt =

=nxx"“—(n+l)xx"+x+x‘”—x"“—x+l=- ) *

=x[ (et Do+ 142" (x— 1)~ (x— )=
=xP}x~1)+(x~1)(x"*1 1),

Ale x"“:zl =(X—D*+x""'+ ..+ x+1). Zatem
(n+1)x“2 —(n+2)x"”+l=xP(x)(x—1)2+(x—l)z(x"+x"“+...+x+1)=
-;(zyic—g [xP(x)+x"+x"“+...+x+l]=(x—l)zQ(x);
gdzie Q(xj=x P(x)+x"+x*~1 7yé, 2 j i
lomianem) () +x*+ tet+x+1 Latwo zauwazyé, ze Q(x) jest wie-
Stad, na tawi . . . , .
pmwcmwe’poc:!s ie zasady indukcji matematycmej, podane twierdzenie jest

719. zzeh n=l: to liczba o k.térej mowa w twierdzeniu jest 111. Widag, ze 3.
16zmy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturainej n, istnieje liczba naturalna

k taka, ze [1111..11=3"%.

3"jedynek
Wykazemy, ze istnieje liczba naturalna | taka, 7e 1111111, 1] =3"+2]
Zauwazmy, ze: 34 jedynek

l.l:l.llll...l=lllll...ll 111,00 1111111 =
3**tjedynek 3"jedynek 3" jedynek 3"jedynek

=11111..11 000..00 +11111..11 90.0+11111. 11 =

I jedynek 2-3%zer 3* jedynek 3"zer 3*jedynek

= 11‘111...11-102‘3"+ UL.11-10%" + L1111..11 =
3"jedynek 3" jedynek 3" jedynek
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720.

721

722.

723.

= 1111111 (100%"+ 10¥" + 1) =3"K(100>" + 10"+ 1).

3"jedynek " . . . .
Poniewaz suma cyfr liczby 100%" + 10" + 1 jest réwna 3, wigc liczba Ea jest ?odzxelna
przez 3. Oznacza to, ze istnieje liczba naturalna p taka, ze 100> +10%" +1=3p.
Wobec tego
1111111..11 =3"k-3-p=3"*t-kp=3"*1-|, gdzie |=kp.
3"*1jedynek ' ) _
Poniewaz k, p €N, wi¢c ] €N. Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej,
podane twierdzenie jest prawdziwe.

Jezeli n=3, to 2*=8 i 2n+1="7, wiec twierdzenic jest prawdziwe.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonego neNin>3 prawdziwa jest nieréwnosé
2">2n+1.

Wykazemy, ze 2**1>2n+3.

Zauwazmy, ze: 2'*1=2"2>(Q2n+1)2=4n+2=2n+2n+2>2n+3.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podana nierd6wnos¢ jest praw-
dziwa dla wszystkich liczb naturalnych n>2.

Jezeli n=1, to 2"=2 i n®=1, wigc twierdzenie jest prawdziwe.

Jezeli n=5, to 2"=32 i n*=25, wiec twierdzenic takze jest prawdziwe.
Zakladamy, 7e dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n>$5 prawdziwa jest
nieréwnoéé 2">n?.

Wykazemy, ze 2% >(n+1)%

Zauwazmy, ze poniewaz 2** ! = 2"+ 2 i z zalozenia 2* > n?, wigc 2 15 20, Wystarczy
zatem pokazaé, 7 jesli n>5, to 2n22(n+1)%

Ostatniej nieréwnoséci rownowazna jest nierébwnos¢ n(n—2)=1, ktoéra jest
prawdziwa dla n>=5. )
Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

Gdy n=2, to 3"=9 i n>+4=8, zatem twierdzenie jest prawdziwe. .
Zakladamy, 7e dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n>2 prawdziwa jest
nieréwnosé 3">n*+4.

Wykazemy, ze: 3"*1>(n+1)* +4.

Zauwazmy, ze: 3"* 1 =3" 3>(n?+4)3. Wystarczy wigc dowieic, ze jezeli n22, to
P +4)32(n+1)*+4.

Prawda jest, ze: (n2+4)32(n+12 +4<3n* +122n* +2n+5<20*-2n+720.
Ostatnia nieréwno$é jest prawdziwa dla n>2.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

.n(n+1)

Jezelin=1,ton3=11i =1, zatem twierdzenie jest prawdziwe.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawda jest, ze:
2> n(n+1)

2
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T24.

728.

726.

1
Wykasemy, 7e: (n-+ 1)»%.

n(n+1)

]

Poniewaz (n+1)>=n>+3n2+3n+1, a z zalozemia n3>

. nn+1 .
wigc (n+1)3> —(—2——) +3n% 4+ 3n+ 1. Wystarczy wigc pokazaé, ze:

(n+1)(n+2)

n(n+1)

+3n2+3n+12

Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz jest ona rownowazna nierdwnosci
3n?+2n>0, ktora jest prawdziwa dla kazdego naturalnego n. Stad, na podstawie
zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest prawdziwe.

Jezeli n=4, to (n+1)2"=80 i 3"=81, zatem twierdzenie jest prawdziwe.
Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n>4 prawda jest, ze:
(n+1)2"<3"

Wykazemy, ze: (n+2)2"*1 <3"*1,

Poniewaz (n+2)2"" ' =(n+1)2"* 1 4+ 2"* 1 =(n+1)2"- 2+ 2"*!, a z zalozenia
(n+1)2"<3", wigc (n+2)2"* 1 <2-3"42"*1,

Wystarczy wigc dowiesé, ze jezeli n>3, to 237427 1 g3* 1,

Zauwazmy, ze: :

2.3~+2-+1<3~+1¢.2~+1<3~-3—2-3~¢2-2~<3~°2<(%) '

Ostatnia nierOwnosc jest prawdziwa dla n>3 i ne N. Stad, na podstawie zasady
indukcji matematycznej, twierdzenie jest prawdziwe.

Jezeli n=1, to 2"=2 i n®=1, wigc nierownos¢ jest prawdziwa.

Jezeli n=10, to 2"=1024 i n® = 1000, czyli nierownos¢ takze jest prawdziwa.
Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n>10 prawdziwa jest
nieréwnosé 2">n’,

Wrykazemy, ze 2" >(n+1)°%.

Poniewaz 2"*1=2"-2, a z zalozenia 2"> n?, wigc 2"** > 2n3.

Wystarczy wigc pokazaé, Ze jesli n>9, to 2n* > (n+1)%

Zauwazmy, ze: 2n°2(n+ 1>« 2n32n+3n* +3n+1<n*-3n’-3n2 1<
<nmn?*=3n—=3)=21<nn(n-3)-31>1.

Przy n>9 ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz prawda jest, ze:
n>9=>n—-3>6 = n(n—3)>6 = n(n—-3)-3>3 = n[n(n-3)-31>3 >

= n[n(n-3)-3]>1.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

Gdy n=7, to 1 +%+ +%=% ~2,59 i ﬁ 2,65, zatem nier6wnos¢ jest
prawdziwa.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalone} liczby naturalnej n>7 prawdziwa jest

TR 1
nierownosc 1 +§+... +-< \/'_l
n
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727.

728.

194

1 11
Wykaéemy,ie:l+5+...+—+—-—1< n+1.
f+

1
S +
n
Wystarczy wigc dowiest, ze n+m<,/n+ldlan>7ineN.

2
2ﬁ 12\"+1 2/n_ 1

gl-—e
n+l (+1) n+l o (a1

Zauwaimy, ze: 1+
n+t

Zauwazmy, ze dla n>7
1
Srr—</rrlen+ T
n+1

aiﬁ<%‘%{',—)¢ 2/nn+)<nn+2)esdnm+ 1P <P (142

wdn+1P<nn+2)

Ostatnia nieréwno$é jest prawdziwa, gdyz dla n>7 jest 4<n

i (n+1)2<(n+2)% skad 4(n+ 1) <n(n+2)>~

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

11+f B
R

Latwo dowie$é, ze: ——\/-‘—5/——> \/5
Zakladamy, ie dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n>2 prawdziwa jest
1
Fot—=>/n.
7 f w
Wykazemy, ze: -+——+...+-——+
J1 f f Vot

2 zalozenia wynika, ze:
f f f ./n+ 1 \/n+

n+1.

Jezeh n=2, to —

nieréwnosé: ——

> /n+1.

Wystarczy wigc pokazaé, ze jezeli n>1, to: \/r_t +
n+1

Ostatnia nierébwnos$¢ mozna przeksztalci¢ do postaci \/n(n+1)> ﬁ, a nierownosé

ta jest prawdziwa dla ne N.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest

prawdziwe.

Jezeli n=1, to lewa strona podanej nier6wnosci jest rowna:

1 -+ 1 +—— 1 3 a rawal zatem ﬂlel'OWﬂOSC eSt radelwa
1+1 1+2 143 12°P jestp

Zakladamy, e dla dowolnie ustalonego n naturalnego prawda jest:
1 1

1
—_—t—tt—>1
n+l n+2

In+t

29.

Wykazemy, ze
L, L, ! 1 1
nt2 n43 i s w3 tinga !
. 1 1 1 1 1
Zauwazmy, 7e; ——+———+ =
Tk "Y N R I A w ey
111 1 1 1 11

b — 4.,
n+l n+2 n+3 -+ +

41 332 mt3 T Ined el

1 1 1

>1+ + —
43 342 mtd nil

Wystarczy wigc udowodni¢, ze dla naturalnego n prawdziwa jest nierownosé:

1 1 1 1
+ + + ——>1,
3n+2 3n+3 3n+4 n+1 !
+ 1 + 1 1 >0
3n+2 3n+3 3n+4 n+l”
Przeksztalcajac ostatnia nierdbwno$é otrzymujemy nieréwnosé 2n3> —2 ktora jest
prawdziwa,
Stad, na podstawiec zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

czyli nier6wnosé:

Jezeli n=2, to lewa strona podanej nierdbwnosci jest rowna:
1 1 l 1 14 3 . .. .

13 2 75373 4 =5z & Prawa % zatem nierownos¢ jest prawdziwa.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n>2 prawda jest, ze:
1 1 1 13

nrlar2 MO w
. . 1 13
Wykatemy, 22 a3t o i T2
Zauwazmy, 7e
SN UL SO R R SR S S SO B
n+2 n+3 2n 2n+1 2n+2 n4+1 n+2 n+3 2n 2n+1
1 1 13 1 1 1

+ ————— — [V —————— — e
W12 nil A Il sz nal

Wystarczy wigc udowodnid, ze dla n>1 prawdziwa jest nierdownosé:
1 1
+
2n+1 2n+42 n+1

20. Latwo pokazac, ze dla n> 1 ostatnia nierOwno$¢ mozna

przeksztalci¢ do postaci >0, ktora jest prawdziwa.

1
2@n+1)(n+1)

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.
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730.

731.

196

I sposdb.

Jezeli n=1, to lewa oraz prawa strona podanej nierownosci sa rowne 1, zatem

w tym przypadku nier6wnosc jest prawdziwa.

Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierownosé;
1 1 1 1

L+ttt <2

Wykazem zel+1+1+ +1+ ! €2- !

ykazemy, B At

2232
Zalozeni nika, Ze: 1+1 + 1 ! <2- 1 1
ia w = <
ynika, 2ty MY T e
Wystarczy wigc udowodnié, ze jesli n _mt liczba naturalna, to prawdziwa jest
1
( +1
postaci 0<1, co konczy dowéd.
Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

nier6wnosc: 2— . Ostatnig nieréwno$¢ tatwo przeksztalci¢ do

B
+1)2 st

IT sposob.
Jezeli n=1, to nier6wnos¢ jest prawdziwa. Jezeli n> 1, to:
1+1+1++l 1+1+1++11+1+1+ !
2232 2:2 33 1-2 2-3 (n—l)n'
1 1 n-1
Z zad 678 wiad X ——=—— Wobec tego:
zadania wiadomo 1 2 2 3-|' +(n—1)n n (v €go
1 1 1 -1 1 1
1 1+—=1+1—-=2—-,
ottt +2 +1--=2——

Gdy n=2 oraz x,>01i x,>01i x,x,=1, to

2

x,+x2—2=x,+i—2= 1——2x1+1=(x,—1) >0,

X, Xy X,
zatem X, +Xx,2>2.
Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n>2 oraz dowolnie
ustalonych n liczb dodatnich, ktérych iloczyn jest rowny 1, suma tych liczb jest nie
mniejsza od n.
Wykazemy, ze jezeli x,>01i x,>01i..1x,,,>0
1X XXy =1, t0 X, +X34. X, Zn+1
Nie ograniczymy ogélnosci rozwazan przyjmujac x; <x; €. <X, 4.
Musi byé x, <1, bo gdyby x, > 1, to liczby x,, x3, ... X, bylyby takze wicksze od
1, co przeczy zalozeniu, Ze x, x,...x, ., =1.
Musi by¢ takze x,,, =1, bo gdyby x, ., <1, to réwniez liczby x,,x,,...,x, bylyby
mniejsze od 1, co sprzeczne 2z zaloZzeniem, e x;X,..X,,;=1. Zatem
(1=x)(x,+;— 120, )
czyli x, . —1—%; X,y +%,20.
Poniewaz x, x, ... X, ., =1, wigc na mocy zalozenia indukcyjnego
Xy X3+ o+ X, + (XX, 1) 20 )

732.

733.

734.

Dodajac stronami nieréwnosci (1) i (2) otrzymujemy

Xpgg—1=Xy Xpy 1+ X+ X+ XaF o+ X+ X X4 20, CZYli

Xy + X3+ X3+ + X, 4, Z0+1, to koriczy dowod.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

Uwaga: Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze jesli x,,x,,..,x, 82 liczbami

dodatnimi, to —+~—+...+-—> n
X2 X3 X3

4,
Oznaczmy: x, = x
\/a,a,..a,
Latwo zauwazyc, ze x;, X,, ..
Stad i z zadania 731 mamy:

a, a, a,
+ +ot
L]
"\/az ..a, “/aa,..qa, \/al a,..a,
Mnozac obie strony powyzszej nierdwnosci przez /4, a, ... a, otrzymujemy

a,+a,+ ..+ a,2/a,a,..a, czyli
a,+a,+ ..+ a
22 o >0 /aa..0,

n

Ustalmy dowolnie x> —1. Jezeli n=1, to (1+x)’=1+x i 1+nx=1+x, zatem
nierowno$¢ jest prawdziwa.

Zakladamy, e dla dowolnie ustalonego n naturalnego prawda jest, Ze:
(1+x)"=214nx.

Wykazemy, ie (Q+xrtzt+m+1)x.

Zauwazmy, ze

A+xr+t=Q1 +x)"(l +x0)2(1+m)(1+x)=1+x+nx+nx’Z1+x+nx=
=14+@n+1x.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

2= > o
~/alaz .a, ./al a,..

s X, ERL 1 X3 X5 w0 X\ =

Zn.

Ustalmy dowolnie xe€{0; o). Gdy n=1, to lewa oraz prawa strona podanej
nieréwnosci sa réwne 1+ x, zatem nierowno$¢ jest prawdziwa.
Zaktadamy, z¢ dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawda jest, ze:

1
Qa +x)">1+nx+-2-n(n—l)x2.

Wykazemy, ze: (1+x)"*'21+(n+ 1)x+%n (n+1)x2

Z zalozenia otrzymujemy nierdwnosc:

(1+xrQ+x)2(1+x)[1 +nx+%n(n— 1)x*].

Whystarczy wiec pokazaé, ze dla n naturalnego i xe<0; + o) prawdziwa jest

1 1 .
nieréwnosé: (1+x)[1 +nx+§n(n—1)x2]>1+(n+l)x+5n(n+1)x2.
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736.

198

Przeksztalcajac ostatnia nierownosé otrzymujemy nieréwnosé x>(n—1)>0, ktora
jest prawdziwa.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

Ustalmy dowolnie a,be R. Jezeli n=1, to (a+b)y'=a+b i 2"(a" + b") = 2(a+b). Zatem
nier6wnos¢ jest prawdziwa.

Zaktadamy, Ze dla dowlnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnoéé
(@a+b)y"<2*(a"+b".

Wykazemy, ze (a+b)**1 <2"* 1 (@t 1 4+ b+ 1)

Z zalozenia otrzymujemy nierownosé (a+ b (a+b)<2*(a"+b")(a +b),

czyli nierdwnos¢ (a+by'*! <2* (@ +b")(a+b).

Wystarczy wiec pokazaé, ze dla a, be R i neN prawdziwa jest nierdwnosé
(@ +b)(a+b)<2" (@t +bH D),

Przeksztalcajac ostatnia nierowno$¢ otrzymujemy nieréwnoéé

(a—b*(@ ' +a""2b+..+ab" 2 +b"" 1) >0, ktbra jest prawdziwa,

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

k 1\*
Prawdziwos$é nier6wnosci 1+—<<1 +—> przy podanych zalozeniach wynika
n n
z nieréwnosci Bernoulliego (zadanie 733).
Ustalmy dowolnie liczbe naturalna n. Jezeli k=1, to
A 1.k Kk 11 L, .
l+-) =14+-il+-+—=1 +=+—, zatem nierdwnos¢ jest prawdziwa.
n n nn n n

Zaktadamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalne; k takiej, ze k <n prawdziwa
. . , 1\? k k2
Jest nieréwnos¢ | 1+-) <1+4+-+-3.
n n n

' k+1 k+1 (k 12
Wykazemy, ze <1+—) 1+L+( +1
n n

n?

(o (D5

Wystarczy wigc pokazaé, ze przy k, ne N oraz k<n prawdziwa jest nierébwnos¢

k k? 1 k+1 (k+1)?
(1+"+-3)<1+ ) 14+— ( 2)
nn n n

Przy podanych zalozeniach powyzsza nier6wnosé jest rownowazna nierdwnosci
k?><(k+1)n, ktora jest prawdziwa.

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

Uwaga: Z udowodnionej nieréwnosci wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej

o 1y
n prawdziwa jest nierdwnos$é 2 < 1+—) <3.
‘ n

§ 8. Ciagi liczbowe

737. 9 poczatkowych wyrazow. 739. a,, as, ag, a-.
738. 6 poczatkowych wyrazow. 740. a,, a,, as.
n n
1999 9 2000.. .01 2101 2-10"—1 2-10"—1 1
741 a, ""999. 95 1000.0-5 “10°1-5 10-100—5 5(2-10°—1) 5
n n+1
742. Ciag malejacy. 745. Ciag rosnacy.
743. Ciag rosnacy. 746. Nie jest monotoniczny.
744. Ciag rosnacy. 747. Ciag rosnacy.
n
5000.0—1 5-10"—1
748. Zauwazmy, zc: a,= 100002 T
n
5-10*t—1 5-10"—1 9-100+1
Zatem @y~ =TT 5 102 (100 2—2) (10 —2)
9.-10*!

Widat,2e L NI P —2) (107 T —2)

749. Ciag rosnacy.

750. Ciag rosnacy.
751. Zalézmy, 2e neN i n> 1. Korzystajac z nierownosci Bernoulliego mamy:

()14

> 0. Zatem podany ciag jest ciagiem rosnacym.

n n-1
Przeksztalcajac powyzsza nierownosé otrzymujemy (l+;) <1+——> » €O

n—1
oznacza, % a,>a,_,. Stad wniosek, Ze rozwazany ciag jest rosnacy.

n?*+n—n? n

2. Zauwazmy, 7e: a,=./n*+n—n= = . Wobec tego:
752 Zauwazmy S +n+n JnPtntn
n+1 n

Ay y—a,= - =
! S 12+t D) +m+1) /P +n+n
1 1 1 1
I ————— e —
1 1 1 1
\/1+—+1 1+-+1 1+-+1 I+-+1
n+1 n n n

753. ad>bc.
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1 1 1 1

754. a). = + + o+ + +
S P | I A +D)+0—1) (n+)+n
+ ! —1+1+ ! 1+]Zatem'
m+D+n+1) n+2 n+3 7 20 2n+1 2042 ’

1 + 1 1 1
a,,,—ty=——+—————= .
U+l 2n+2 n+l (2n+1)(2n+2)

1
Poniewaz neNm>0’ wi~ ciag (a,) jest rosnacy.
. A 1
b). Nal kazaé, =2-i 1
). Nalezy wykazac zeneNa,, 21 eNa"<
1 1
Dla ne N mamy: a,= +— —_—2
+1 n+2 n+n
1 1 1 1 1
2—t—+ . +——=n =g,
n+n n+n n+n 2n 2
oraz
1 1 1 1
gy=——Ft——+ . +——<—4-+..+-=n-=1
n+1 n+2 +n n n

755.

756.

757.
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Przeprowadzimy dowod indukcyjny. Wykazemy najpierw, ze N
ne

Jeslin=1,t0 a, =\/k+\/lz oraz a, =/k. Wida¢, ze \/k+\/l; > k.
Zakladamy, ze dla neN a,, , >a, Wykazemy, ze a,,, >4, , cO zakoniczy dowdd.
Z okreglenia ciggu (a,) wynika, ze a, . ,=./k + 4, ;. Stad i z zaloZenia indukcyjnego

otrzymujemy a,, ,>./k+a,=a,, .
Oznacza to, ze a,,,> 8, .

Gyy1>0,y

Udowodnijmy teraz, ze
neN

Widaé, ze \/k<./k+1. Niech dla neN: a, < /k+1.
Wykazemy, ze a,,, < /k+1, co zakoficzy dowdd.
Z okreflenia ciagu (a,) wynika, ze a, ., =./k +a,. Stad i z zalozenia indukcyjnego

tyey <A/ kSl 1</ k+2/k+ 1=/ (Jh+1) = fk+1. Zatem:

a,+1<ﬁ+1.

a,< k+1.Jeie1in=1,toa,,=a,=\/I:.

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Gdy n=35, to a;=48, czyli a5>25.
Zakladamy, ze dla n3>5, a,>2" Wykazemy, ze a,,,>2""", co zakonczy dowdd.
Ao =@2=2">2N—-2"=2"(2"—1)>2"2=2""1

Niech aj;, oznacza n-ty wyraz ciagu (a,) uzyskany z w definicji rekurencyjnej,

a ayy n-ty wyraz uzyskany ze wzoru.

Mamy wykazad, ze /\N ar=ay. Dowdd przeprowadzimy metoda indukcji mate-

matycznej. Jezeli n=1, to aj=al=11ia%=a7=(2:1—1)*>=1, zatem a] =aY.

758.

759.

760.

761.

Zakladamy, ze a,=a), dla neN.
Wykazemy, ze ay .y =5+, CO zakonczy dowod. ,
a,’.ﬂ=a,',+8n=a‘,‘.’+8n=(2n—1)2+8n=4n2—4n+1+8n=(2n+1) =a%,,.
Oznaczmy przez af, n-ty wyraz uzyskany z okreslenia rekurencyjnego, a przez
a’ n-ty uzyskany ze wzoru. '
Dowod przeprowadzimy metoda indukcji matematyczne).

1, 1 1
Gdy n=1,to a{=5 i a}’=5—?—=5, zatem aj =at. o | )
Zakladamy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n prawdziwa jest rOwnosc
at=n". Wykazemy, 2e a, ., =ap+,, €O zakoniczy dowod.

r 1.3 1 1 3 1 L_E_Z_—l_
Zauwaimy,'ze:a,’,,,1=a,'.+§=au+§=5—2—,.__1+§=5" w1 m)T =

Liczac a, i a, ze wzoru, po latwych rachunkach, otrzymujemy: a, =a,=1.
Dla ne N mamy:

o (Sokx )
AET DI

1 [(1+\/§>".3+\/§_(1-\/§)~.3—2\/§]'
3+£/5=(1 +2\/§)2 , 3—2\/§=<1-\/§)2’ wiee

=T 2 2 2
2

VG
bita = '%[(HZ\/;)"”—(I+2\/§>”2]=a,,+,.

Poniewaz

Dowéd przeprowadzimy metoda indukcji matematyczne;j. o .
Dlan=2,a}—a, a;=1-1-2=—1i(- 1)t = —1, czyli twierdzenie jest prawdziwe
dla n=2. ‘ o
Zalbimy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n>2 prawda jest, Ze
ay—a,_; 8y =(— 1) S

Wykazemy, ze aZ, —a, ay,,=(=1) ) )
Zauwaimy, 2e: a2, — 0, Gys 2 =08 41— @y 41+ 0p)=0n 41 =Gy Gy — 0=

=0y 4 3(Bys 1 —0)—a; =8y Gy —at=(—1)(@;—ay-1"Gys1)=

=(=)(=1p " =(=1

Zauwamy, ze! i1 Oy 0y Ony3 =04y 'an+2—an(au+2+an+ 1)=

=0pty Oyt 0 Gps2 = Gpty 5

Korzystajac z zadania 760 mamy: —a, Ay =(—1)—ay1. ,

Zatem: a.ﬂ'an+2"a.'a-+3=“u+1'an+z“au'an+1+(—‘1)"—au+1=
=an+1‘au+2—“u+1(an+an+1)+(—1)"=au+1'a.+z—an+1'a..+2+("1)"=(—1)"-
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762. Z definicji S, wynika, ze @, =S,, a,=S,—S, i a;=S§,-85,.

ponicwas N s o2 . .
oniewaz e S,=n"+3n-2, wiec §,=2, §,=81 S,=16. Zatem a,=2, a,=6

ia;=8.

2
763. a,= 53. Wskazowka: a,=S,—S,.

764. Z definicji S, i rownosci s,=—"T wynika, 7¢ jedli n>1
n+ ’
to an=sn_sn_l=L_n;l=__l—
n+1 n  n@n+ly
1
adlan=1,8,=aq, =5 Poniewaz ze wzoru a,=

A 1

n(n—+l)’ todlan=1

. . 1
i otrzymujemy a, =5 wigc " Na"* s
€ nn+

765. Tak.
766. Nie.

767. b,=(n+1P—5n+1)+2—(n*—5n+2)+9=2n+5. Zatem,
by —b,=2(n+1)+5—-(2n+5)=2.

Wobec tego ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym o roznicy 2.

768. Oznaczmy przez r, i r, odpowiednio roznice ciagow (a,) i (b,). Mamy wykazad, ze
d,.,—~d,=2rr,. Zauwazmy, Ze: ’ ,
Boe1 =8y =Cpr3—Cppy—Cpey +c,=

n n n n n+1 n_an+2bn+2—-2an bn +anbn=
=(a,+ 21.'1)(b,l +2r;)—-2(a,+r)(b,+ry)+a,b, H
Wykonujac dalej dziatania otrzymujemy d, , , —d, =2r,r,.

769. Latwo sprawdzi¢, ze a,=S,—S,_, =4n+1. Wobec tego
a1 —a,=[4(n+1)+1]—@n+1)=4. Oznacza to, ze ci j 13gi
metycznym o réznicy 4. ’ HE (4 Jest cagiem anyt-

770. x=—1lub x=1.

771. Niech r oznacza Qrégnicc interesujacego nas ciagu arytmetycznego. Poniewaz liczby
x+y x+2y+11ix*+4y+3x sa treema kolejnymi wyrazami tego ciagu, to
x+2y+1 —(;c+y)=x2 +4y+3x—(x+2y+ 1) ir=x+42y+1—(x+y).

Staq y=—x*-2x4+2ir=y+1, a wigc r=—x2—2x+3.

‘];o‘;m:w'az ciag arytmetyczny jest rosnacy wtedy i tylko wtedy, gdy jego réznica jest
odatnia, wigc nasz ciag bedzie rosnacy wtedy i tylko wtedy, gdy —x2—

czyli gdy xe(—3;1). e "Bl TR0

772. Przypu$émy, ze z danego ciagu mozna wybraé nieskoriczony cigg arytmetyczny.

o 1 1 '
Poniewaz - ~ j iagi j i

ciag (l, 7 ) Jest ciagiem malejacym, wigc wybrany ciag

arytmetyczny bylby takze ciagiem malejacym. Zatem jego réinica musiataby byé

liczba wjemna. To oznacza, ze od pewnego miejsca, wyrazy tego ciagu bylyby
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1 1
liczbami ujemnymi. Jest to niemozliwe, gdyz wszystkie wyrazy ciagu (1, 2" )
n

sa dodatnie.

1 1 1 1

773. Mamy wykazaé, 26 —— ——=—"—7—"" "
ywy a+c b+c a+b a+c

Przeksztalcajac powyzsza rownosé, otrzymujemy do udowodnienia b? —a® =c2—b*.
Ostatnia rownoéé jest prawdziwa, gdyz ciag (a’, b?, c?) jest ciagiem arytmetycznym
z zalozenia.

774. Niech liczby dodatnie a i b oznaczaja dlugosci przyprostokatnych, a P pole
1
rozwazanego trojkata. Przy tych oznaczeniach: P=zab.

Poniewaz ciag (a, b, 30) jest ciagiem arytmetycznym, wiec b—a=30—b, czyli
a=2b-30.
Z twierdzenia Pitagorasa wynika natomiast, ze a’ +b%=900.
Rozwiazujac uklad réwnan a=2b—30 i a? 4+ b* =900 stwierdzamy, Ze jedynymi
liczbami dodatnimi spelniajacymi ten uklad s3 a= 18 i b=24. Pole trojkata jest
wiec roOwne P=216.

775. Poniewaz dhigoéci bokow trojkata tworza ciag arytmetyczny, wiec mozemy je
oznaczy¢ jak na rys. 48, przy czym a i r sq liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Przy
tych oznaczeniach obwéd | trojkata ABC wyraza si¢ wzorem I=3a+73r.

B

7 tresci zadania i twierdzenia Pitagorasa wynika ukiad réwnar:

1
5a(a+r)=150 ia+(@+r)?=(a+2n

Rozwiazujac ten uklad stwierdzamy, e a
jedynymi dodatnimi jego rozwiazaniami
sa liczby a=15ir=>5. Obwdd trojkata
jest wiec rowny = 60. -
A a+r c
Rys. 48

1 1
776. Niech P oznacza pole rozwazanego trojkata. Wiadomo, ze P= Eah iP =-2-{a +b+o)r.

Zatem bh=(a+b+0)r. )
Poniewaz ciag (a, b, ¢) jest ciagiem arytmetycznym, wigc b—a=c—b, czyli
a+c=2b. V)]

Z (1) i (2) wynika, ze bh=3br, skad h=3r.

777. Z tresci zadania otrzymujemy uklad réwnari:
9a—3b+c¢=0 i b—a=c—b i a+b+c=24 Stad a=11i b=6 i c=15. Wobec
tego drugim rozwiazaniem rownania ax? +bx 4+ ¢ =0 czyli rownania x* +8x+15=0
jest —5.
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778. Ponit?wai interesujace nas trzy pierwiastki wielomianu W(x) tworza ciag arytmetycz-
ny, wige mozemy je zapisa¢ w postaci x—r, x, x +r. Z tresci zadania wynika ponadto,
ze x—r-l'-x+x+r=21 i(x—r)x(x+r)=315. Stad x=7 i r=2. W obu przypadkach
otrzymujemy liczby 5, 7 i 9. Zatem wielomian W(x) mozemy zapisa¢ w postaci:
W(x)=(x—5)(x—T7)(x—9) W,(x), gdzie W,(x) jest wielomianem o wspolczynnikach
calkowitych. Podstawiajac za x liczbe nieparzysta 2k— 1, gdzie ke C mamy:
W(2{c— 1)=(2k —6)(2k —8) (2k — 10) W,(2k —1)=8 (k—3) (k—4) (k—5) W, (2k—1).
Pom_ewai iloczyn (k—3)(k—4)(k—5) jest iloczynem trzech kolejnych liczb cal-
kowitych, wigc iloczyn ten jest podzielny przez 6. Zatem wielomian W(x) jest
podzielny przez 48.

779. Niech r oznacza roznicg ciagu arytmetycznego (a2, b%, c3). Zgodnie z definicja ciagu
arytmetycznego prawdziwe s rownosci: b’ —a=ri *—b*=ric3~a*=2r. (1)
Jezeli r= 0, to a=b=c i jak latwo sprawdzié, rownosé ktérg mamy udowodnié jest
prawdziwa. Jezeli r#0, to a#b i b#c, i asc, wigc a—b#0i b—c#0,i a—c+#0.
Wtedy korzystajac ze wzoru x* — y* =(x—y)(x?+xy + y?) i réwnosci (1) mamy:

- - 1 1 —~b  b-
(@+ab+b) '+ (B2 +bc+c) = =4 € _
R ) a2+ab+b2+b’+bc+cz a’—b3+b3_c3—
=a;+é;c=c_—f,a2(az+ac+cz)_1= 2 =2(a—c)=2(a—c)=
-r -r r a*+ac+c? a*-c -2

Zatem i w tym przypadku réwnosé jest prawdziwa.

780. Niech r oznacza réix}io; rozwazanego ciagu. Z tresci i wzoru na n-ty wyraz ciagu
arytmetycznego wynika, ze 23 = —7+6r. Stad r=>5. Wobec tego:
Xy=—2,%;=3,x3=8,x,=131i x,=18.

781. a,,=75.

782 a,=2ir=2

783. Niech a, oznacza wyraz pierwszy, r réznicg rozwazanego ciagu arytmetycznego.
Z tredci zadania wynika, ze:
a +(a,+n)+(a,+2r)=15 i a,(a, +r)(a, +2r) =80, czyli a, +r=5
1a,5(a,+2r)=80. Stad @, =2ir=3lub g, =8 i r=—3.

784. Niech a, i r oznaczaja odpowiednio wyraz pierwszy i roznice szukanego ciagu
arytmetycznego. Z tresci zadania wynika, ze
ay+a,+r+a;+2r=15i a2 +(a, +r)* +(a, + 2r)*=93.
Stada;=2ir=3luba,=8ir=-3.

785. Oznaczmy przez r roznice ciagu arytmetycznego (a,).
a,=a,+ (n—1)ria,=a, +(m—1)r. Odejmujac te rownoéci stronami stwierdzamy,
ze a,',—a,,:=(n— Dr—(m—1)r=(n—m)r. Ale a,=m i a,=n, zatem m—n=(Mn—mr.
Poniewaz n#m, wigc z ostatniej réwnosci otrzymujemy r= —1.

786. Niech a, i r oznaczaja odpowiednio wyraz pierwszy i r6znice ciagu arytmetycznego
(@)on v:zramch. Stad wynika, ze wyraz k-ty liczac od poczatku ciagu jest réwny
a=a,+k-1r.
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Poniewaz wyraz k-ty liczac od korica ciagu jest n—k + 1 wyrazem liczac od poczatku
ciagu, wigc wyraz ten jest rowny a,_,.,=a, +(n—k)r. Wobec tego
a+a,_y ., =a,+k—Dr+a,(n—kyr=a,+a, +(n—1)r=a,+a,

787. Niech liczby dodatnie a i r oznaczaja odpowiednio warto$¢ wyjéciowa maszyny
i kwote o jaka ta warto$¢ maleje co roku.
Poniewaz warto$ci uzytkowe maszyny w poszczegélnych latach tworza ciag
arytmetyczny o wyrazie pierwszym a i roznicy —r, wiec jej warto$¢ uzytkowa po
n latach wyraza si¢ wzorem a,=a—(n—1)r.
Nalezy ustalié, dla jakiego naturalnego n jest a—(n—1)r=0. Z tresci zadania wynika,
e 3a,5=4a,s, czyli 3(a—24r)=a—14r. Zatem a—29r=0, czyli a=29r. Oznacza
to, ze rownos$é a—(n—1)r =0 bedzie prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy
29r—(n—1)r=0. Stad, wobec faktu, ze r#0, otrzymujemy n=30.

788. Niech r bedzie roznica ciagu arytmetycznego (4, b, ¢, d). Wtedy: b=a+ric=a+2r
i d=a+3r. Stad otrzymujemy: abcd +(b—a)* =(a® +3ar +r%)%.

Poniewaz a, re C, wigc a®+3ar +r? jest liczba catkowita.

789. Niech (a,) bedzie ciagiem arytmetycznym o réznicy r, w ktorym a}=a,a,. Mamy
wykazaé, 7e ai=a,ga,, czyli (a,+5r)*=(a,+3r)(a,+8r). Wykonujac dziatania
otrzymujemy do udowodnienia townos¢ a,r= r?. Ostatnia rowno$¢ jest prawdziwa,
gdyz z zalozenia (a, +7)*=(a, +3r)a,, czyli a,r=r>

790. Przyjmijmy, ze omawiany ciag arytmetyczny ma pierwszy wyraz a, i réznice r,
wtedy prawdziwe sa réwnosci: a, +(k—1)r=aia, +({— r=b,ia;+(m—1)r=c,
czyli rownosci a, =a—(k—1)ria—(k—Dr+(-)r=b,i a—(k—-1)r+(m-1r=c.
Wobec tego a—b=(k—I)ria—c=(k—m)r. Stad i z zalozes k+#1i k#m wynika, ze
a—b  a—c a—b a—c

ki e T e

791. Oznaczmy przez r réinice rozwazanego ciaggu arytmetycznego.
Ji{

Wtedy dla r#0:
NSNS

1 1 1
+ +.+ =
Ja+/ay Jarti/a, ./a,,_,+\/a—,, a—a a3—a

+ +\/a_,,—-,/a,,_l=\/(z—\/a_1= i n—-1
r(/a,+/a) ai+/a,

a,— Gy, r
Gdy r=0, to a,=a,=..=a, Wtedy lewa i prawa strona podanej réwnosci
n—1

sg rowne ——
2./a,

792. Przeprowadzimy dowod indukcyjny. Oznaczmy przez r rdimice ciagu arytmetycz-
nego (a,). Dla n=3, lewa strona rownosci jest rowna

1 1 ay+a, a,+2r+a, 2a,+2r 2(a,+r) 2a, _ 2
a1a; a,a; 4,8,0; a,a,8; 418,63 413,83 G,0,8; alaS’
- 2 . .. .
a prawa strona =—— Wobec tego twierdzenie jest prawdziwe dla n=3.

aa; a,a;
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793.

794.

795.
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Zalozmy, ze dla n>3 prawdziwa jest rownosc:

1 1 t n-—-1

—t b ———,

4,8, a4, Gy-y GG,

Wykazemy,

1 1 1 1 n

——tt + = :

18, 0,0, ay_14, G8y¢y 010,4,

Zauwazmy, Z

1 1 1 1 n—-1 1 n—1)a,,,+a

— =24 _n—Da,,,+a,

a:a; Q4 ay_18y G0yyy 417G, OG0, 18,0541

__(n—1)(a,,+r)+a,__(n—l)a,,+(n—1)r+a1_(n—l)a,,+a,_ na,  n
13,8y 41 18,0, +1 a,4,3,,y 018,08,y aya,,q

Stad, na podstawie zasady indukcji matematycznej, podane twierdzenie jest
prawdziwe.

Przypusémy, ze szukane liczby istnieja. Zapiszmy je w postaci:

X, X+r, x+2r, x+3r, gdzie xe C, re N. Mamy zatem:
(x+3r2=x>+(x+1?+(x+2r)%

Powyzsza réwno$¢ jest rownowazna rownosci f ktdra nie jest prawdziwa

dla xeC'i neN. Oznacza to, ze liczby spe*nia;ace warunki zadania nie istnieja.

Poniewaz szukane liczby catkowite tworza ciag arytmetyczny, wigc mozemy je
zapisa¢ w postaci: x, x+7, x+2r, x+3r, gdzie xe Ci reN. Z tresci zadania wynika
réwnanie x + 3r=x2+(x +7r)* +(x + 2r), czyli réwnanie
3x2+(6r—1)x+5r*—3r=0. (1)
Rozwiazujac rownanie (1) ze wzgledu na zmienna x stwierdzamy, ze jego wyroznik
A=(6r—12—12(5r=3r)=—24r* +24r+1.

Roéwnanie (1) bedzie miato rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy A>0, czyli
ady re{ = ‘/—, 6+‘/_> @
Latwo sprawdzm, e do przedziatu (2) nalezy tylko jedna liczba naturalna i jest nig
r=1. Jefli r=1, to réwnanie (1) przyjmuje postaé 3x?+ 54x+2=0 i jego jedynym
rozwiazaniem catkowitym jest x= — 1. Wobec tego szukanymi liczbami moga by¢
liczby: —1, 0, 1, 2. Latwo sprawdzi¢, ze liczby te spelniaja warunki zadania.

Oznaczmy szukang liczbg nastepujaco: 100x+ 10y + z, gdzie x, y, z 53 cyframi tej
liczby. Poniewaz rozwazana liczba jest podzielna przez 45, wigc jest ona podzielna
przez 9i 5. Stad: (z=01lub z=5)i 9| x+y+z.
Przyjmijmy, e ciag (x, y, z) jest arytmetyczny. Stad y=x+r i z=x+2r, gdzie r jest
roznica tego ciagu.
Otrzymujemy ukiad rownan:

x+2r=0 lub x+2r=35

3x+3r=9 lub 3x+3r=18, lub 3x+3r=27,
gdzie xe{1, 2, ... 9}.
Stad: (x=6ir=—3)lub(x=1ir=2),lub (x=7ir=—1).
Szukanymi liczbami sa wigc: 630, 135 i 765.

796.

797.

798.

799.

g

&

Réwno$é a, ., ; —2a,+a,_, =1 przeksztalémy do postaci
(@,.,—a,)—(a,—a,_,)=1. Oznacza to, z¢ ciag (b,):b,=a,—
arytmetycznym o roznicy 1. Zauwazmy, ze

a,_, jest ciagiem

a,=(a,—a,_,)+@,_,—a,_ J+..+@,—a)+a,=b,+b,_,+..+by+a,=
-2)-1 2 -2
=_____2b2+('2' RSP S Vh i “2‘)+" (n—1)+a,.

Oznaczmy przez (b,) ciag arytmetyczny utworzony z roznic migdzy sgsiednimi
wyrazami ciagu (a,), a przez r roznicg ciagu (b,). Stad b, =a,—a, =2ib,= ay—a,=S5,
a wiec r=b, —b, =3. Zauwazmy, ze: 4, =48, +(a, —a,)+(a;—a)+.. +(a,—a
4+3(n—2 1

302 1)=i(Gr2—5n+9)

2 2
Przypuiémy, 7¢ istnieje ciag arytmetyczny (a,) o roznicy r taki, ze:
S2=a,+(k=1)ri/3=a,+(m—1ri/S=a,+(n—1)r, gdzie k, m, neN.
Stad\/— \/_ (m— k)rl\/— \/- (n—Kk)r. Poniewazm—k#0in—k#0,ir#0,

V3-y2_m—k

dzielac stronam 7sze rOWROSci otrzymujem
wiec dzielac stronami powy! r ymuj y\/_ \/— p—

n—-l)=

=a,+b,+b,+..+b,_; =3+

co jest sprzeczne, gdyz po lewej stronie jest liczba niewymierna, na prawej liczba

wymierna.

Liczby naturalne nieparzyste mniejsze od 200, to znaczy liczby 1, 3, 5, ... ,197, 199

tworza ciag arytmetyczny o wyrazie pierwszym 1, wyrazie ostatnim 199 i réznicy
(1+199)n

2. Oznaczmy przez S, szukana sum¢. Wtedy S,,=-—2——= 100n.

Ale 199=1+(n—1)2, skad n=100.

Otrzymujemy wiec S,=S;oo =10000.

. 123 300.
801.
802.

1210.

3240. Wskazowka: Odejmij od sumy wszystkich liczb/naturalnych dwucyfrowych
sume liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 3.

. 672.

119
3

. Oznaczmy: @, +a, +..+a,=S,, a przez r rdznicg ciagu (a,)-

Wiedy ag+ao+ay, +a,5=20, czyli 4a, +38r=20. Stad 2a, +19r=10.
Widag, 2e: S,0=(a, +050) 10=10(2a, +197). Tak wigc S;=10-10= 100.

. Niech r oznacza roznicg ciagu arytmetycznego (a,) oraz S,=a,+a;+..+a,

Poniewaz ciag (a,) jest ciagiem malejacym, wigc r<0. Z tresci zadania wynika, ze
(a1+2r)(a,+6r) 28 i a1+r—3(a1+5r)+2 Rozwiazujac uklad i uwzgledniajac
nierdwnoéé r <0 stwierdzamy, ze r=—3 i a, =20. Stad S,3=26.

r=-3. 808. 7.
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809. Niech a, i r oznaczaja odpowiednio wyraz pierwszy i roznicg szukanego ciggu.

Z tresci zadania wynika uklad réwnan

[(a, +r)+(a, +97)] 5_—25 ; [a,+(a,+8r]5
2 2

Stad a, = —5 i r=2. Zatem, szukanym ciagiem jest ciag

(-5 -3, -1,1,3,5,7,11, 13).

15.

810. Niech a, oznacza wyraz pierwszy, r roznicg, a n liczbg wyrazow interesujacego nas

811.

812.

813.

814.

208

ciagu arytmetycznego. Z tresci zadania oraz ze wzor6w na n-ty wyraz ciagu
arytmetycznego i sum¢ n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego, wynika
ukiad réwnan: 4a, +6r=40ida, +(n—r+(n—2)r+(n—3)r+n—4)r=104 i

1
En [2a, +(n—1)r]=216. Rozwiazujac ten uklad otrzymujemy:

n=12ir=2,ia,=7. Wobec tego szukanymi liczbami sa: 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19,

21, 23, 25, 27, 29.
Niech a; i r oznaczaja odpowiednio szukany wyraz pierwszy i szukana roznice
rozwazanego ciagu arytmetycznego, oraz S,=a, +4a,+..+a,.
1
Poniewaz S, = 2 S, wigc
[2a,+(n—=1)r]-n _1[2a,+(2n—1)r]2n
2 4 2

Z tresci zadania wiadomo, ze as =18, czyli a, +4r=18.
Otrzymujemy wigc a, =2 i r=4.

. Stad r=2a,.

Niech S oznacza szukang wartos¢ liczbowa podanego wyrazenia. Latwo zauwazyé,

ze §=(100—99)(100+99) +(98 —97)(98 +97) +-(96 —95) (96 +95) +...+

+(4-3)4+3)+2-1)(2+1)=199+195+191 +...+7+3.

Sktadniki ostatniej sumy tworza ciag arytmetyczny o wyrazie pierwszym 3, wyrazie
1

ostatnim 199 i roznicy 4. Stad S =w= 101n.

Ale 199=3+(n—1)4, skad n=>50.

Otrzymujemy wigc S=5050.

Skiadniki sumy stanowigcej lewa stron¢ rOwnania tworza ciag arytmetyczny (a,),
w ktorym a, =1, r=3i §,=145, gdzie S,=a, +a,+..+a,.
Poniewaz a,=a, +(n—1)r, wigc x=3n—2.

2+(n—-1)3
Zatem 145=[(n—2)]_n‘ Stad, wobec faktu, ze ne N, otrzymujemy n=10.

Wobec tego x=28.

Sktadniki sumy lewej strony rownania tworza ciag arytmetyczny (a,), w ktérym
ay=x+1,r=3, x+28=a, i §,=155, gdzie S,=a,+a,+..+a,

Poniewaz x+28=a, i a,=a,+(n—1)r=x+1+mn—1)3=x+3n—2, wiec
x+28=x+3n-2, skad n=10.

14+x+28)10
Zatem 155= 01X+ 210 =1,

815.

816.

817.

818.

Mnozac obie strony réwnania przez x, przy zalozeniu, Ze x #0, otrzymujemy:
1424 ..+(x—2)+(x—1)=3x. Latwo zauwazy¢, Ze skladniki stanowiace lewa
strone rownania tworza ciag arytmetyczny, w ktorym pierwszy wyraz jest rowny
1, ostatni wyraz jest rowny x— 1, a liczba wyrazow jest rébwna x— 1'. Stosu’jac wz‘ér
na sum¢ n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego otrzymujemy rownanie
A+x-1(x—1)
2
Poniewaz miary stopniowe katow wewngtrznych interesujacego nas wielokata
wypuklego tworza n-wyrazowy ciag arytmetyczny o wyrazie piefwsz'yr,n 1.20°
i roznicy 5°, wigc najwigkszy kat wewnetrzny tego wielokata musi mie¢ miar¢
stopniowg 120°+(n—1)5°=5°n+115° Ale wielokat jest wypukly, zatem ,
5°n+115° < 180°, czyli n<13. Wiadomo, Zze suma S, miar stopniowych katow
wnetrznych n-kata wypuklego wyraza si¢ wzorem S,=(n—2)180°. o
Z drugiej strony korzystajac ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu
arytmetycznego i wczesniejszych ustalef otrzymujemy
S,= t20r +(5°: + 115%0n =(5°n +2235°)n. Stad szukana liczba naturalna n musi
. (5°n4-235%n
spetia¢ uklad: n<13 i — =
Rozwiazujac powyzszy uklad otrzymujemy n=9.
Niech x oznacza liczbe dni potrzebnych panu Cosinusowi na dogonienie przyjaciel.&
Pan Sinus, bedac w drodze przez x+6 dni i pokonujac 40 kilometréw @enme,
oddalit si¢ od miejsca rozpoczecia podrédzy o (x+6)40 kilometrow. Natox:mast pan
Cosinus, jak to wynika z trefci zadania, pokonywal dziennie odcinki drogi, ktérych
dhugoéci tworza ciag arytmetyczny o wyrazie pierwszym 82 i romicy —4. Powyzsz.c
ustalenia i wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego, upowaz-
niaja do wniosku, ze pan Cosinus pokonal w czasie x dni droge dtugosci
[164+(x—1)(—4)]x

=3x. Stad i z zalozenia x #0 otrzymujemy x=7.

(n—2) 180°.

kilometrow. Spotkanie przyjaciol nastapi wtedy, gdy spetnione

—1)(—4
b@dn'eréwnanie[164+(x D91

3 =(x +6)40. Stad x=10 lub x=12.
~

Oznacza to, ze pan Cosinus dogoni pana Sinusa w dziesiatym dniu 'od Ehwﬂl
rozpoczecia podrozy. Bedzie to mialo miejsce w odleglosci 16 - 40=640 kilometrow
od miejsca rozpoczecia podrozy. ’
Latwo zauwazyé, 7¢ liczby otrzymywanych co roku ksiazek przez kazdego z synow
tworza ciag arytmetyczny o wyrazie pierwszemu a;=3 i rézicy r=1. Ith?ch
n oznacza liczbe wyrazéw ciagu, jaki tworzyly liczby otrzymywanych co roku ks1az.4ek
przez najstarszego z synéw. Poniewaz liczby oznaczajgce wiek. synow.twoga ciag
arytmetyczny o réznicy 3, wiec pozostali bracia dostawali ksiazki odpowiednio przez
n—-3,n—6,n—9in—12lat. o
Oznaczmy przez Sy, Sy, S3, Sa, S taczng liczbe ksiazek otrzymywanych przez synow,
od najstarszego do najmnlodszego.

[10+(n—1)-1]n [10+(@n—4)-11(n—3)
Wtedy: §;= 3 , S,= 3
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[104+(n—"7)-1}(n—6) s _[10+(n—10)- 1](n-9)
3 LI S )
2 2
[10+(n—13)-1](n—12)
Ss= 5 '
Z treéci zadania wynika, 7e S, +8,+ 83+ S, +S5=325, czyli
n+9n (n+6)(n—3) (»+3)(n—6) n@m—9) (n—3)(n—12)
7 2 vt 2 tT2 v 2
Rozwiazujac powyzsze rownanie w zbiorze liczb naturalnych otrzymujemy n=13}
Wiemy wiec, 2¢ pierwszy syn dostawal ksigzki przez 13 lat poczawszy od piatego
roku zycia. Musial wigc mie¢ 17 lat. Oznacza to, Ze synowie pozostali mieli
odpowiednio 14, 11, 8 i 5 lat.

325.

819. Latwo zauwazyé, ze ciag (12, 13) spelnia warunki zadania.

Niech ciag (0, n+1, n+2, ... n+k), gdzie n, ke Ni k> 1 bedzie ciagiem spetniajacym

warunki zadania.

Poniewaz powyzszy ciag jest k+1 wyrazowym ciagiem arytmetycznym o wyrazie

pierwszym n i wyrazie ostatnim n+k, wiec suma wszystkich wyrazow tego ciagu
[n+(m+k)]k+1) .(2n+k)(k+1)

3 , czyli 3 .

Warunki zadania beda speinione wtedy i tylko wtedy, gdy
2n+k)(k+1
(_n_;(__)=25 in, keN,ik>1,czyli gdy 2n+k)(k+1)=50in, keN,ik>1,
Rozwiazujac powyzsze rownanie w zbiorze liczb naturalnych otrzymujemy k=4
i n=3. Wobec tego szukanymi ciagami sa ciagi: (12, 13) oraz 3, 4, 5, 6, 7).

jest réwna

820, Wiadomo, 2 S,,,,= 2t "2_ Dri(m+n)

Wystarczy wiec wykazaé, ze 2a, +(m+n—1)r=0.

Z zalozenia S,=S, otrzymujemy [2a,+(m—1)r]m=[2a, +(n—1)r]n. Stad, po
latwych rachunkach 2a,(m—n) +(m—n)(m + n) r —(m—n) r=0. Poniewaz m # n, wigc
dzielac ostatnia rowno$¢ obustronnie przez m—n mamy

2a, +(m+n)r—r=0, czyli 2a, +(m+n—1)r=0.

a,+(m—1)r 2m—1
a,+(n—1r T 2n—1
Stad, po przeksztalceniach otrzymujemy do udowodnienia (n—m)(2a, —r)=0.
- 2
Z zalozenia EM"_I)_']_"' ="
[2a,+(n—Dr]ln n?
Stad po tatwych rachunkach (n—m)(2a, —r)=0.

821. Oznaczmy przez r roznice ciagu (a,). Nalezy wykazaé, ze

822. Oznaczmy przez r réznicg ciagu arytmetycznego (a,).
1. 1 L
Mamy: a1+(n—-1)r=; i a1+(m—1)r=;. Rozwigzujac ten uklad ze wzgledu na

. . . 1 1
a, i r przy zalozeniu m#n otrzymujemy a, =— i r=—.
mn mn
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823.

824.

825.

826.
. Jesli rownanie x* + px? + ¢ =0 ma cztery rdzne rozwiazania rzeczywiste, to rownanie

1
Stad S_,,=lmn[2al+(mn—l)r =—mn —2—+(mn—-1)—l- X
2 2 mn

mn
C s . 1+
Po wykonaniu dziatai otrzymujemy S,,= Zmn.
Niech a, i r oznaczaja odpowiednio wyraz pierwszy i réznicg ciagu arytmetycznego.
[2¢,+(r—rln_ ,
3 "?

Poniewaz S,=n?p i §,=k’p, wigc

k—1)r]k
i E‘T’—(z—ﬂﬂzp, czyli 2a, +(n—1)r=2np i 2a, +(k—1)r=2kp.

Drzielac ostatnie réownosci stronami otrzymujem 2a,+(m—lr_n

2 Yy e +(k—1)r K
zatem 2a, (k—n)=r(k—n). Stad i z zalozenia n#k, wynika, ze: r=2a.

2a,+(p—1 2a —1)2a

Wobec tego S,=[ 1 (I; )’]P=[ 1 +(P2 ) l]p=a1p2.
Ale poniewaz S,=n’p, to S, =p. Natomiast z definicji symbolu S, wiadomo, ze
§,=a,, zatem a, =p.
Otrzymujemy wigc S,=p>.
Niech S oznacza szukana sume¢. Latwo zauwazyé, Ze liczby nalezace do n-tej grupy
tworza n wyrazowy ciag arytmetyczny o réznicy 1. Aby obliczy¢ S musimy ustali¢
pierwszy wyraz interesujacej nas grupy. Poniewaz do grup poprzedzajacych grupe
n-tg nalezy 142+ 3+..+(n—1) poczatkowych liczb naturalnych, a ze wzoru na
sume n poczatkowych wyrazoéw ciagu arytmetycznego wynika, ze
[1+(n—-Dl(n=1) n@n-—1)

1424+..+(n—-1)= , wiec pierwszym wyrazem tej grupy

2 2
L n(n—1) n*—n+2
t liczb 1= .
jest liczba — + 3
2__ -1 2 1
Wobec tego S=(n n+22+n )n=(n -; )n.

Oznaczajac przez r réznicg ciagu arytmetycznego (a,) i korzystajac z wzoru
[2a,+(n—1r]n mam

S =

) 2
3(Sz.—S.)=3{[2"'+(2';- 1)']2"_[2a1+(r;— 1)r] n}=
o (2a,+2wr—1)2n—Qa, +nr—r)n_(2a,+3nr—1)3n_

2 2
_[2a,+(3n—1)r]3n
B 2

§,=20. Wskazowka: Wykorzystaj zadanie 825.

=s3-'

£2 4 pt +q=0, gdzie t=x? musi mie¢ dwa rone rozwigzania rzeczywiste dodatnic
t, i t;. Bez ograniczenia ogo6lnosci rozwaZaih mozemy przyjac, ze t, <t,.
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Oznacza to, ze rozwiazaniami réwnania x* + px2 +¢=0 musza byé liczby —\/t_;
\/Z, - \/E, JE, aliczby t, i t, musza zgodnie ze wzorami Viete’a spetnia¢ warunki:
t,+ty=—pit, t,=q. 1)
Z tresci zadania wiadomo ponadto, Ze rozwigzania rownania x* + px* + =0, czyli
liczby — \/t: , \/t—; , — \/;t:, \/E tworza ciag arytmetyczny. Ze wzgledu na nierowo$é
t, <t, oraz fakt, ze ciag arytmetyczny o roznych wyrazach jest monotoniczny, jest
to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy liczby —\/t_l, \/Z, —JE, \/t_z ustawimy
w kolejnosci —./t;, —/t» /t» /t; lub W kolejnoici odwrotnej. W obu
przypadkach prawdziwa jest rowno§é — \/t_z + \/'t: = \/t_z + \/t—z, czyli réwnosé
\/t—l =3,/t5,

skad t, =9t,. (2)
Z (1) (2) otrzymujemy 10t,= —p i 93 =g, czyli t,=—L i =1

10 9
2

P9 L diopt=
Zatem 0=, czyli 9p* =100g.

-6
828 T lub k=6. Wskazowka: Wykorzystaj zadanie 827.

829. Oznaczmy przez (a,) ciag pierwszy, przez (b,) ciag drugi, przez r, i r, odpowiednio
roznice tych ciagéw. Z tresci zadania wynika, ze a, =17, r,=4, b;=16 i r,=5.
Wobec tego zgodnie ze wzorem na dowolny wyraz ciagu arytmetycznego mamy:

ze a,=17+(k—1)4=4k+131i b, =16+(I—1)5=5I+11, gdzie k, le N. Oznacza to,
1-2 -
te g, =bres(@k+13=51+ 111 k leNesk=l+—=i k, ,EMc,(k=,+’_4_2i

1-2

T eNvu {0})

Pierwsza setkg liczb naturalnych I, spetniajacych ostatnig koniunkcje, tworza liczby
2,6, 10, ... ,398. Odpowiadajacymi takim numerom wyrazami ciagu (b,), obliczonymi
z pomocg rownosci b= 5!+ 11 i bedacymi takze wyrazami ciagu (a,) sa: b, =21,
bs=41, b;o=6l, .., byos=2001. Poniewaz liczby te tworza 100-wyrazowy ciag
arytmetyczny o wyrazie pierwszym 21 i wyrazie ostatnim 2 001, wiec na podstawie
wzoru na sum¢ n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego stwierdzamy, ze
(21+2001) 100

suma tych liczb jest rowna — = 101 100.

830. Zauwazmy, ze w n-tym wierszu podanej tablicy znajduja si¢ liczby:
n,n+1,n+2, .., n+(2n—2). Liczby te tworza 2n— 1-wyrazowy cigg arytmetyczny
0 wyrazie pierwszym n i wyrazie ostatnim n+(2n—2)=3n--2. Wykorzystujac wzor
na sumg¢ n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego stwierdzamy, ze

n+(n+1)+(n+2)+...+(3n—2)=[n+(3n_22)](2”_1)=(2n—1)2.
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§31. Nietrudno zauwazy¢, ze liczby poszczegdlnych wiers.,zy tablicy twor?a ciagi aryt-
metyczne. Niech S, Sy, -, S, oznaczaja sumy tych ciagow. Mamy wigc:

n(n+l)s nn+3) S="—(3—n———1—)‘Wobectego:

5 5 55 3
n(n+1)+n(n+3)+ +n(.'in—l)___n

1=

= 3)+...
$;+S8+.+8,= 3 3 3 2[(n+1)+(n+ V4. +
nnn+1+43n—-1) n_, 4
— =—-———————=—'2n =n".
+(3n-1)] 3 3 3

832. Oznaczmy przez S,, Sy, S3, - S, Sumy liczb w poszczegdlnych wierszach tablicy.
Mamy: S; =1+2+..+n, S,=2(142+..+n), S,=3(1+2—2{-...+n),
S,=n(1+2+..+n). Zatem Sy 4+8, 4. +8,=(1+2+..4+n)"

n(n+1)?
n(n;l).WobectegoSl+S,+...+S,,= - ]

Ale 14+2+..+n=

C[nm+)
Stad oraz z treéci zadania wynika rownanie [ 3 ] =36 100.

Jedynym naturalnym rozwigzaniem tego roéwnania jest n=19.
833. Tak. 834. Nie. .

835. Ciag (/13 +2, x, i/ 13—2) bedzie ciagiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy gdy
x J13-2

JB3+2 X

836. Jesli przez x, y oznaczymy odpowiednio pierwszy i drugi z szukanych skla.dnikév.v,
to skladnikiem trzecim bedzie x+120. Z treéci zadania wynika, Ze
x+y+x+120=195 i ciag (x, y, x+ 120) jest ciagiem geometrycznym. Zatem

.y x+120 . :

2x+y=751 ;= ;o czyli
y=75—2xiy*=x(x+120). Stadx=15iy=45lubx=125iy= —175.\.Vprzypad'k1.{
pierwszym otrzymujemy skladniki: 15, 45, 135, a w pr'zy.padku dn.lgnn sk.ladmkx.
125, —175 i 245. Latwo sprawdzié, ze obie trojki speiniaja warunki zadania.

, czyli gdy x*=9. Stad x=3 lub x=—3.

4

b
a b

837. Liczby a, b, ¢ sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego, jezeli

i 24 p2 4 242 +ct=

czyli gdy b*=ac. Wobec tego a” +b*+c*=a"+ac+c _
(@+cf—ac=(a+cp—b*=(a+b+c)(a+c—b). Stad i z faktu, ze a, b, ceC—{0}
wynika prawdziwos¢ podanego twierdzenia.

838. Niech a, b, ¢ oznaczaja diugosci bokoéw interesujacego nas trojkata, a I},, hy, h,
dlugosci odpowiadajacych tym bokom wysokoéci. Przy tych 1oznaczlemach, na

1 1. _ .

podstawie znanego Wzoru na pole trojkata, mamy 5ah,=5bh, i Ebh"—ich" czyli

. ab
i’:% i %:2 Poniewaz ciag (a, b, c) jest ciagiem geometrycznym, Wigc P
h, , €

Wynika stad, ze %=£ﬁ czyli ciag (h,, h,, h,) jest ciagiem geometrycznym.
a b
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839. Przyjmijmy oznaczenia z rys. 49 i oznaczmy jeszcze przez S pole trojkata ABC

c
a B Rys. 49,
Ponic;wa}i‘ ciag (a, b, c, h) jest ciggiem geometrycznym, a liczby a, b, c, h s3 dodatnie,
. b . 1
wiec =0 czyli ah=bc. Ale ah=2S. Zatem S= Ebc' Wiadomo, ze § =%bc sin ot

Laczac ostatnie dwie rownosci stwierdzamy, ze %bc sin az=-1-bc.

2
Stad, wobec faktu, ze b>0i c¢>0 otrzymujemy sin a=1. Poniewaz sina=1 i
0% <a < 180°, wiec a=90°.

840. Z oczywistej nieréwnosci (/a" —/c*)*>0 po latwych przeksztalceniach otrzymu-

jemy a"+¢">2,/(ac)". Stad i z faktu, 7e ac=>b? (ciag (a, b, ¢) j
; . - , D, ¢) Jest geometryczn
uzyskujemy 7adang nieréwnoéé. ’ e

841. Grubo&¢ wyjsciowa razem z grubosciami po kolejnych zlozeniach tworzg 51-

. , 1.
Wyrazowy ciag geometryczny (a,), w ktérym a, =E iiloraz ¢, =2. Interesujaca nas

grubos¢ koricowa jest ostatnim wyrazem tego ciggu. Zatem a,, =%2’° =246 mm)].
U‘waga..: 'Moina sprawdzié, ze 2*°mm =64 mln km. Oznacza to, 7 koricowa grubosé
bibulki jest ponad 160 razy wieksza niz odleglos¢ Ziemi do Ksigzyca.

842. Niech ¢q oznacza iloraz ciggu geometrycznego (a). Z tresci zadania i wzoru
a.=t(151q" ;)q“wlynika, ze b,=5a,,,~2a,=5a,4"~2a,4" ' =a,q"" ! (5¢—2)=
=a,(5q—- ~". Oznacza to, ze cigg (b,) jest ciagiem geometrycznym o wyrazi
pierwszym a,(5¢g—2) i ilorazie q. e )

843. 6 lub —6.

844. galeiy ob(lliczyé wyraz pierwszy a, i iloraz g szukanego ciagu geometrycznego.
tresci zadania =q,q4""! i i .
e dan oraz wzoru a,=a,q""" wynika uklad réwnas: a, +a,q* +a,q* =21

Stad a,=3ig=\/2lub a,=3iq=—./2 luba,=1i g=2, lub a,=1ig=-2
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845. Niech q oznacza szukany iloraz, a a, pierwszy wyraz interesujacego nas ciagu
geometrycznego. Z tresci zadania i wzoru a,=a,q""" wynika uklad réwnan:

1 1
a,+a,g*=15 i a} +a3g* =153. Stad =2 lub g=—2, lub g=7, lub 4= —=.

846. Oznaczmy przez q iloraz ciagu geometrycznego (3, x, y. 375). Stad x=13gq, y=3¢*
i 375=3¢°. Jedynym rozwizzaniem ostatniego rownania jest g=5. W(?bec te.go
x=151 y=75. Latwo sprawdzi, Ze otrzymana para liczb spelnia warunki zadania.

847. 16,241 36.

848. Poniewaz ciag (x, y. 2) jest ciggiem geometrycznym, to y=xq i z=xq*, gdzie q jest
ilorazem tego ciagu. Wobec tego:2 )
(x+y+2)(x—y+2)=(x+xq+xq*) (x —xg+xq")=
=x2—x1q+x2q2 +xzq—x2q’ +x2q3 +x2q2—x2q3 +x2q‘=x2 +x2q2 +x%q%,
oraz x* +y* + 22 =x*+x2¢* + x*¢*.

849. Niech L oznacza lewa, a P prawg strong dowodzonej réwnosci, oraz q 'iloraz cia.gu
geometrycznego (a, b, c, d). Z definicji ciagu geometrycznego wynika, e b=aq i
c=ag*, d=aq’.

Wobec tego:

L___(a__an)z +(aq_aq2)2 +(aq__aq3)1 =a2 _2a2q2 +a1q4+a2q2_2a2q3 +a2q4+
+alq?—2a*q* +a*q* =a*-2a’¢* + a%q® oraz P=(a—agq’y =a*—2a’¢* +a’¢°".
Zatem L=P.

850. Niech L oznacza lewa, a P prawa stron¢ dowodzonej réwnosci, oraz q ilox:az ciagu
geometrycznego (@, b, ¢, d). Z definicji ciagu geometrycznego wynika, ze b=aq
ic=ag®id=ag’

tego: .
Zv:t():zc+ :’q’ +a2q) g + gt +a*q)=a'(1+ ¢ + NP1+ 4 +4)=
=a*q*(1+¢* +q*?, oraz P=(a’q+a’¢* +a’q’)’ = [e*q(1 +q*>+¢%))*=
=a*q*(1 +q*+q*)* Tak wiec L=P.

851. Niech x oznacza najwicksza z szukanych liczb, a ¢ iloraz ciagu geometrycz.nego
jaki tworza te liczby. Poniewaz ciag jest malejacy, 'wigc 0 <q< 1. Pozostale liczby
mozemy zapisaé W postaci xq i xq*. Z tresci zadania wynika uklad:

x+xq+xq*=Ti x=xq+xq* +% (xq+xq%). Rozwiazujac ten uklad otrzymujemy:
q=% i x=4. Wobec tego szukanymi liczbami sa: 4, 2, 1.

852. Poniewaz szukane liczby tworza ciag geometryczny, to mozna je zapis.,aé w pogtaci:
a, aq, ag*, ag®. Z tresci zadania wynika ukiad rownan: a+aq’ = —21 i ag+agq” =6.
, aq, aq”, ' '
Rozwiazujac powyzszy uklad mamy:a=3ig=—2luba= —24iq= —E.Wprzypad-
i j i - - ku drugim liczby
ku pierwszym otrzymujemy liczby 3, —6, 12, 2_43 aw przyfpftd . !
—24, 12, —6, 3. Latwo sprawdzi¢, ze obie czwbrki liczb speiniaja warunki zadania.
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853. Poniewaz szukane liczby tworzg ciag geometryczny, wiec mozemy zapisaé j
W postaci: x, xg, xq* i xg>. Z treici zadania wynika uklad réwnan: x—xq=36

1 1
i xg*—xq3=4. Stad x=54iq=§1ub x=27iq=-—§. Szukanymi liczbami sq wigc:
54, 18, 6, 2 lub 27, -9, 3, —1.

1-./5 1 5
854. Kazdy ciag geometryczny o ilorazie réwnym —2——f lub iz——\/_
855. Oznaczmy przez q iloraz ciagu geometrycznego (x1, X3, X3, x,). Wtedy x,=x,q,

X3 =X1q2, X4=X1q3. Wykorzystujqc wzory Viete’a mamy: x, +x1q=3 i x{q=A ;
quz +x1¢13 =12i .)Ci‘q5 =B.

Rozwigzujac powyzszy uklad otrzymujemy: A=2 i B=32.
856. Wskazéwka: Postepuj podobnie jak w zadaniu 786.

857. Niech k bedzie liczbg naturalna i 1<k <n. Mamy wykazaé, ze G=a,

. 3T
Z pomoca definicji ciaggu geometrycznego otrzymujemy réwnosci:

/] a a % a
-Gy =0 ——= q-=).
k+1 "0k~ | =0y Pl .
.. l+ 5 l 5 2
Podstawiajac ¢= fmamy ahu—at—l:a"( +\/— B )=ag.
2 2 1+

858. Poniewaz ciag (a, b, c, d) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie 3, wiec b=3aic=9q
id=27a. Zatem dane réwnanie mozemy zapisaé w postaci: a(x* + 3x? +9x +27) =0,
Ale a#0, wiec x° +3x?+9x+27=0, czyli (x+ 3)(x2+9)=0.
Stad x=-3. G F

859. Przyjmijmy oznaczenia z rys. 50, gdzie
4(g>0) jest ilorazem ciggu geometrycznego H E
jaki tworza dlugosci krawedzi AB, AD i AE.
Oznaczmy jeszcze przez S pole powierzchni V51
calkowitej prostopadioscianu ABCDEFGH.
Poniewaz objetosé prostopadioscianu jest C
réwna 27, wiec
a,a,94,q* =27, skad a,q=3. (1) 0 - ag A
Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do
trojkata ADC wynika, ze a} +alq>=AC2, Rys. 50

ag’

7]

2,

Z tego samego twierdzenia zastosowanego do trojkata ACG wynika natomiast, ze

AC? +aiq*=91. Wobec tego

ai +alq* +aiq*=91 @

Rozwiazujac uktad réwnan (1)i (2) i wykorzystujac nieréwnosé ¢ >0 stwierdzamy, 7e
1

q=3ia,=1lud q=§ ia;=9.

W obu przypadkach krawedzie prostopadloscianu maja dhugosci 1,31 9.
Zatem S=2-1-342-1-94+2-3-9=78.
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Sci 0 0j i tryczny, to mozemy je zapisac

sli $ci bokoéw trojkata tworza ciag geome ‘ ' 22
- :VCSh :::510 x, xq, xq*, gdzie x i q sa liczbami rzzczyw1stynzn doc.iatmfm.' ]liezt
ogrg..;)iczel;ia ;)gélnoéci rozwazanh mozemy Przyj qc'f, ex<xq<xq". P;)n:e_w:zz tzrijxazg
jest prostokatny, wigc zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa mamy x°q" =x°q .

. ? . Ex3 4 - z - l — 0'
i z faktu, 2e x>0 wynika, iz ¢"—¢"—1 ' ‘ N
?33::;:1 mczymu’ istym dodatnim rozwigzaniem rownania q*—q*—1=0 jest

. . 2
1+ﬁ Widaé, ze otrzymane g jest liczba niewymierna, przy tym takie ¢~ jest

q ) . .
liczba niewymierna. Wobec tego jezeli x jest liczba wymierna, to n;ml:uz:exs;
i i xq?. JeSli x jest niewymierne, to gdyby wymierne okazal S
lriicez:z;i‘énllexggdzie xq. \;V takim razie podane twierdzenie jest prawdziwe.
861. Niech a,, g 0znaczaja odpowiednio wyraz pierwszy iiloraz szukanegt;)ciagu.lf itresm
. zadani ' wynika, 2-911ia, qeN, czyli a,(1+q+4g°)=1"
a wynika, Ze a, +a,9+a,9 gy, , oz
a,, ge N. Otrzymany ukiad bedzie spetniony wtedy i ztylkq wtedy, gdyd o
(al’=7 il+g+¢*=131igeN)lub (@,=13i 1+q+q -—77 i geN). Sta k‘:l'_ I
- 3 Iub a, =13 i g=2. Oznacza to, ze istnieja dwa ciagi geometryczne, ktore d:q
:p-;lniaé w;runki zadania i sa nimi ciagi: (7, 21, 63) oraz (13, 26, 52). Latwo sprawdzic,
e ciagi te maja zadane wlasnosci.
i i i trycznego (a,). _ _
o Il;hec'h qagz:m: ;l"(i[?z;li:g“a?;fﬁe‘giA 1g a,g" "™ '=B. Mnoiqc ostatmie dwie
oniewaz a,=a,4" ] e gp
, ici stronami otrzymujemy aiq =4B. . o
rZoavt,t:lt:)l,g?asq"' 12 = AB, czyli a? = AB. Z treici zadania wynika, z¢ AB>0.
1 ]
Wobec tego a,=./AB. . -
863. Jedli liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa odpowiednio k-tym, l-tym 1 md-;ym w:rrz:')z:t:oé ‘:g
. ie pi ii ie g, to prawdziwe s :
ego O wyrazie pierwszym a; 1 1lorazx_e g, to pr: ne
ie:ﬂ?;tiy :zin agq" 1 =);> i a,q" ! =c. Stad i z zaloZenia, 2¢ liczby a, b, ¢ sa roime od
1 - 1

ika:S= i o=g ie strony pierwszej rownosci do potegi
zerawymka:l—,=q" '1-c-—-q . Podnoszac obie y p

1--m, a obie strony rownosci drugiej do potggi k—1 otrzymujemy

-m k-1
(%>l =q(k—1)(l—m) i (g) =q(l—ll|) (l—l).

-m -
a I-m b k-1 . a _E‘__ ‘_"‘Ch_'=bt_"'.
Wobec tego ('I;) =('E> , czyli ’bl—_;— T skad a

. . . 19=114"
864. Przypusémy, ze istnieja takie liczby g, m, n, 2e ¢#0im, neNim>n>1i12 q

12 m-n
i 13=114" Stad otrzymujemy 13”=11 .

1
(o . ym—n C
Ostatnia rownosé jest sprzeczna, gdyz 11 eCa 13n¢

865. Z tresci zadania wynika, ze kwoty jakie zaplacono za poszczeg(;,lne metry 3::;(;1:;2
. i ie pi i ilorazie 2, a suma
tworza ciag geometryczny O wyrazie plerwszym pp o~
wyrazow tego ciagu jest réwna 511p. Stad 511p= 1
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Poniewaz p>0, wigc powyzszemu réwnaniu rownowazne jest rOwnanie 2" =512,
Stad n=9. Oznacza to, ze wykopana studnia miata glebokosé 9m.

866. Oznaczajac przez q iloraz ciagu geometrycznego (a,) oraz wykorzystujac wzor
a,=a,q""" i podane w zadaniu réwnosci otrzymujemy: a, +a,4*=17 i
a,9+a,q°=—-34.Stad a, =1ig=—2.

Korzystajac ze wzoru na sume n wyrazéw ciagu geometrycznego oraz dane,
otrzymujemy réwnanie (—-%=43, skad n=7.

867. Jedli oznaczymy przez g iloraz ciagu (a,), to zgodnie z informacjami podanymi
w treici zadania i wzorem na n-ty wyraz ciagu geometrycznego otrzymamy:
a,q+a,q°=34
i a,q’+a,4°=68. Stad a,=1 i g=2. Aby rozwiaza¢ zadanie nalezy ustali¢,
dla jakich naturalnych n prawdziwa jest nieréwno$é¢ S,>63. Poniewaz q#l1,
wigc w naszym przypadku S,=2"—1. Wobec tego 2°—1>63 i neN, czyli 2*>2¢
ineN, skad n>6
i neN. Oznacza to, ze nalezy zsumowaé co najmniej 6 poczatkowych wyrazoéw
ciagu (a,).

868. Niech a, oznacza wyraz pierwszy, a q iloraz interesujgcego nas ciaggu geometrycz-
nego. Z tresci zadania wynika, ze g51. Gdyby g=1, to ciag bylby ciagiem stalym
i wtedy suma jego wyrazéw bytaby dwa razy wigksza od sumy wyrazéw o numerach
nieparzystych. Widaé ponadto, ze wyrazy o numerach nieparzystych tworza ciag

geometryczny o wyrazie pierwszym a, i ilorazie 2, liczacy ; wyrazdw (n oznacza
liczbe wyrazow ciagu (a,). Stad i z treéci zadania wynika réwnosé:

23_1
al(qn_l)_3al[(q )
-1 = -1

. Stad q =2_

869. Niech ¢ oznacza iloraz ciagu geometrycznego (a,), S, — sumg wszystkich wyrazéw
tego ciagu, zaé S, sume odwrotnosci tych wyrazéw. Przy tych oznaczeniach mamy

.. S,
wykazaé, ze 5 =%

S R W R A
a, a, a, e a, a a‘q alq" s atq"_l

»
S,_a'4@+a+. +d" 4, +aqtagi+.tag Tt

8, (1+9+g°+..4+¢""Y)  al(14+g9+@*+..+¢"Y) I -
= =—= = =a1q"" "=a,a,¢" '=a,a,
1/, 1 1 1\ ¢ '+¢ 4. 4q+1
(1=t 5+t~ —
a, q q
870. Wykorzystujac wzér na n-ty Wyraz ciagu geometrycznego otrzymamy:
4,8, +axay+..+a,_,a,=a, (axq)+(a1q)(axq2)+~--+(al‘f—2)(alq'-l)=
=alg+alg’+..+al g P =algl +g* +..+ ¢~ ).
Poniewaz skladniki sumy 1+¢%+..4¢**~* tworza n—1 WYIazowy cigg geomet-
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ryczny o wyrazie pierwszym 1 i ilorazie ¢2, oraz g* # 1, wigc zgoc.inieyze wzorem na
Ow ci ujem
tkowych oW ciggu geometrycznego otrzym
sume n poczatkowy: zrzyr_ai
n—4 __
1+¢*+.+¢° -1
Otrzymujemy wigc rownosci: a,a; +a,a3+... +8,-18,=

. @21 _qlag 'Y —ai]_a(e—ad

=HTE -1 -1
T U U DU
871. §,=n, S;=—2'-1, Sy=—5=50 )
n—-4" 1 » _ﬂ____L_ Pl'—l).
Si=my =3 Sy =

n__ »__ 1 =
Zatem: S; + 8, +253+35,+...+(n— 1)S_=n;0-2"'— 1 +3":1+4 1+..+n
=n—(n—1)+2 4+ P+ + ="+ 2+ I+
-1
872. a,,=-—§—.
873. 6, +a, +.. +a,=2""" '—-n—2. )
Wskazowka: Wykaz, ze a,=2"—1. ‘ ety
oW pi ciagu ge -
i ume 2n poczatkowych wyrazow pner?zszego
o Nlef)h : 2& 0:1:?: pogzatkowych wyrazéw drugleg9 ciqgu geometrycznego. f:
l:zil:u na ;ume n poczatkowych wyrazow dowolnego ciagu geometryczne_g; wynika,
7e jeSli g=1, 10 S,,=2na i S,=nb. Stad i z zalozenia S,,,=S,,z£namy b=2a.
= ' ag* 1) o _bl@r—11_ba-1

Jesli g#1iq#—1,t0 55,= — 15 P R
a(g"—1)_blg*-1)
Poniewaz S,,=S,, Wi¢c P R

czyli a(g+1)(g**—1)=b(g**—1). Stad, wobec zalozenia g # 1 i g% —1 otrzymujemy
a(g+1)=b, czyli b=a+aq. h
875. Niech g oznacza ilorazciagu geometrycznego.(a',,)‘. Ze WzOru na sume n poczatkowyc
. wyrazow ciagu geometrycznego wynika, Ze jesli g= 1, to2
S,(S3,—S2)=na,(3na, _2”"1):”2“{ oraz (S;,— S, =(2na,
Z:ttem podana réwnos¢ jest prawdziwa.

an(l—Q")[%(l-Q") al(l—qz")]=

—na,) =nal.

Jedli g1, 10 8, (S5 =S20 =" | ~ 1 —
a;(1-¢" a:(l—qs'—1+qz')=af(1—4')qz'(1—q"))=
“T1mq 14 1-gf 2
1" (1—-¢) a,(1-¢*) a, (10} _
=M_, oraz (S,;,— S = L — - -
(1-q) 1 2‘1 2
a(1-¢"—1+q) *_[ag0-2) =a§q"‘(l—q“) . Zatem podana réwnosé
=[ o L 1-q -9’
q
jest prawdziwa.

219



876.
877.

878.

879.

831.
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S,=2. Wskazéwka: Wykorzystaj zadania 875.
Zauwazmy, ze: 111..1 — 222..2=

2n n
=101 41024 .. +10+1)~2(10"" ' +10" 2 +.. +10+1)=
_1—10"' 1—10"_102”——1—2-10"+2_ 10"—1\?
T1-10 T1-10 9 \ 3 )

Lo L1 ,
Poniewaz 10"—1 =g9:9’, wigc jest liczbg naturalng.

n
Wskazowka: Poréwnaj rozwiazanie zadania 877.

. . 102-1 10% -
Zauwazmy, ze: 11=1+10=T’ 111=1+10+102=%—1,..., Hl...1=

n
10"-1

=1+104..410""'= . Stad 1+1141114+..+111.1=

n
10°—1 10°—1 10"—1

1
=l . —_—— 2 3 . —{n— =
gttty g9 +107+10°+ +10"—(n—1)]

1 +1_
=§(10+ 102 +10° +...+ 10"—n)=%<£—9—1—0—n).

. Oznaczmy przez § szukang sume¢. Widad, ze S mozna zapisa¢ w postaci:

S=1+42+22423+..42%%42%+
+2422423 4. 42984299
224234 4298 42%% .+

+2%842% 4+
+2%,
1Q219°-1) 2(2%°—1) 22(2°*-1) 29822 1) 2°°2-1)
Zatem: §= =
51 T oo T o1 Tt ot

__.(2100_1)+(2100_2)+(2100_2Z)+m+(2100_298)+(2100_299)=
=100-21%°—(1+242%+..+2°9)=99-21904+1.
Zauwazmy, ze: 3+33+333+..+333..3=

30

10*°-1

10‘—1+102—1+103—1

3 3 3 +
1 10%°—1 1031280 103t —280

=10 ———=30 |=—F—. 7e 10?° <————<10%°
3( 10-1 ) 27 Mamy pokaza¢, ze 10°° < 7 <10°°
Czyli, ze 0<73-10?° —280 <243 - 10%°.

Wystarczy wigc pokazaé, ze 73 -102° —280 <243 - 10%%, co jest oczywiste, gdyz
170+ 10 > —280.

1
=§(10+ 102 +10° +..+10%°—-30)=

882.

883.

893.

g g BB

2%
@ cayli, 7 ¢*=2b—ab.

, . €
Wystarczy pokazac, ze 5=

Tak jest, gdyz jezeli ciag (ab, b?, c?) jest ciagiem arytmetycznym, to
b?—ab=c*—b?, czyli ¢*=2b*—ab.

1 5
x=ziy=§1ub x=41y=10.

. Rozwiazujac podany uklad stwierdzamy, e x=m—3 iy=liz=m+1

a) Ciag (m—3, 1, m+1) bedzie ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
1—(m—3)=(m+1)—1. Stad m=2.
b) Ciag (m—3, 1, m+ 1) bedzie ciagiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

+1
T——l—. Stad m=1—\/§ lub m=1+\/§.

l —

m-—

. Poniewaz ciag (a, x, b) jest ciagiem arytmetycznym, a ciag (a, y, b) jest ciagiem

b . a+b,
geometrycznym i g, beR,, to x—a=b—x i X=;, czyli x=—2— i y*=ab.
a

Ale a, beR,, wige x >0. Wystarczy wiec udowodni¢, ze y? < x?, Tak jest, poniewaz:
a? +2ab+b*
4

y*<xierabg <>(a—b)? 20, ostatnia nieréwnosé jest zawsze prawdziwa.

 Niech r oznacza szukana roznicg. Ze wzoru a,=a, +(n—1)rifaktu, ze a, =24 wyni-

ka,iz as=24+4ria,; =24+10r. Poniewaz ciag (24, 24 +4r, 24+ 10r) jest ciggiem
24+4r 24+10r
—= . Stad r=0lub r=3.

24 2ayar RET=ONLT

geometrycznym, wiec

. Niech a, i r oznaczaja odpowiednio wyraz pierwszy i réZnicg rozwazanego ciagu

arytmetycznego. Przy tych oznaczeniach wyrazem trzecim tego ciagu jest a; +2r,

a wyrazem trzynastym a, + 12r. Poniewaz ciag (a;, a, +2r, a,+12r) jest ciagiem

a,+2r a,+12r
a, T a,+2r

Poniewaz piatym wyrazem rozwazanego ciagu arytmetycznego jest 18, wigc

a, +4r=18.

Rozwiazujac uklad rownari r(r—2a,)=0ia, +4r= 18 stwierdzamy, 2e r=0ia, =18

lub r=41i a, =2. W przypadku pierwszym a,= 18, w przypadku drugim

a,=2+(n—1)=4n-2.

geometrycznym, wigc , czyli r(r—2a,)=0.

. 10, 7,4 1ub 2, 7, 12,
., 3, —6, 12
4 —20 100
—, ——, — lub 4, 12, 36.
$9° 9 "
.7,7,7,1ub 3,6, 12.
. 5, 10, 20, 40.
251593
2, 4, 8, 12 lub '2—, 7, 5’ E.
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894. Oznaczmy rozwazne liczby: x, x +r, x + 2r gdzie x #0i x +r #0i x + 2r £0. Poniewaz

895.

896.

222

ciag (x2, (x +71)%, (x+2r)?) jest ciagiem geometrycznym, wigc iloraz q tego ciagu jest

, (x +r)2
rowny g=

r
= 1+—) . Z definicji ciagu geometrycznego otrzymujemy réw-

2 2 2 2
nanie S _OHIY o r—otub (1) +4(7)+2=0. Stad g=1 1ub
x (x+r x x

-=—2ifath =(—14,/22

Z tresci zadania wynika, 2e 1-x%- .- x2*" 2. x2* =64 i x x> x5- .- x3*"3, x*"1=32,
CZy]l x0+2+4+...+(2u—2)+2n=64 i xl 1345+ + 2=+ @2n-1) _ 32, (1)
Poniewaz skladniki sumy 0+2+4+..+(2n—2)+2n tworzq n+ 1-wyrazowy ciag
arytmetyczny o wyrazie pierwszym O i wyrazie ostatnim 2n, a skiadniki sumy
14+3+5+..+(2n—1) tworza n-wyrazowy ciag arytmetyczny o wyrazie pierwszym
O+2n)(n+1)

11 wyrazie ostatnim 2n—1, wigc mamy: 0+2+4+...+2n= 5 =n’+
1+(2n—-1
i 1+3+...+(2n-1)=%ﬂ=n2. @

Z (1)i(2) stwierdzamy, ze xRz 64ix" =32, Rozwiazujac powyzszy uktad rownan
otrzymujemy: n=51i x= \/_

Niech g oznacza iloraz ciagu geometrycznego (a,, a,, s, -, a,). Wtedy (a, a,a,...a,)* =
=[a,(a,4)(a,q")" .- (a,4" N =[al(g'q*"..- " )=

=[alg!*2*-*0-12,

Poniewaz skladniki sumy 1+ 2+ ...+ (n— 1) tworzq n— 1 wyrazowy ciag arytmetycz-
ny o wyrazie pierwszym 1 i wyrazie ostatnim n— 1, wiec

1+2+...+(n—1)="("_l).

Otrzymujemy wigc rownosci:
a(p—1) 2

(@18, ..-a)}=|alq 2z | =a%g V.

Poniewaz (a,4,)=(a,8,¢" " 'Y'=a¥¢q" """V, wiec (a,a, " ... a,)* =(a,a,)\"

. Mnozac obie strony rownosci S,=1+2a+3a*+4a’+...+na""! przez a otrzymu-

jemy aS,=a+2a%*+3a’ +4a* + ...+ na". Odejmujac stronami od réwnosci drugiej
rébwnofci pierwsza stwierdzamy, ze aS,—S,=na"—(1+a+a*+..+a""%). Latwo
zauwazyC, Ze wyrazenie W nawiasie jest suma n poczatkowych wyrazéw ciggu
geometrycznego o wyrazie pierwszym 1 i ilorazie a.
Jezeli wiec a1, to S,,(a—l)=na"—1(a._l), stad s,,=—"—a'—-i—l.

a- a—1 (a—1)?
Jezeli a=1, to rownosé S, =1+2a+3a*+4a®+...+na"" ! przybiera postaé
S,=1+42+3+44..+n i skladniki sumy po prawej stronie réwnosci tworza ciag
n+1n

arytmetyczny o wyrazie pierwszym 1 i roznicy 1. Wobec tego S, =

898. Oznaczmy:

a;+a+az+a,+..+a,=s;
a,+az+as+..+a,=s,
ay+as+..t+a,=s;3
a4+...+a,=s4

wtedy S,=5,+5,+53+54+...+ 5,1 +5,

Jesli g#1,to

a,("—1) az(qu—l—l)_axq(qn_l—l) s =a3(qu—z_1)=alq2(qn-2_1)
e P q—1

a (@ -1 _aqg’@>-1) a,.-x(qz"l):a:q"_z(q—l),
Tt g1 TR -l q-1

o @ Mg-)

S
Wobec tego:
s_“:(‘l"l)+alq(¢1'_ 1) a,q’(¢"*=1) L4 g ? 1) -
g1 q—1 q-1 q—1

04' ) 01‘1" Yq— h_

qg-—1 qg—1

=Eji'(q"—l+q"—q+q"_q +q"—q3+...+q'—q~‘2+qn_q-—1)=

=—“‘—1[nq~—(1+q+q2+q3+...+q"-1)]. 1)
q—
Poniewaz skladnikisumy 1 +q+¢* +q*+..+ 4"~ ! tworza n-wyrazowy ciag geomet-
ryczny o wyrazie i ilorazie pierwszym 1 i ilorazie g, wigc przy zalozeniu g # 1 mamy:

T -1 ?
a9
1+g+..+¢" =1
T
Z (1) i (2) otrzymujemy S,— (nq"—-q—l—) gdzie g #1.
Jefli g=1, to a, =a,=...=a, Zatem

S,,=a1+2a2+3a3+...+na,=a,+201+3a,+...+na1=a,(1+2+3+...+n).

Poniewaz skladniki sumy i 1+2+3+..+n tworza n-wyrazowy ciag arytmetyczny

)n .
(n+1) . Oznacza to, ze

o wyrazie pierwszym 1 i roznicy 1, wige 1+243+..+n=

w przypadku, gdy g=1 interesujaca nas suma §, wyraza si¢ wzorem
a,n(n+1)
n 2 .
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899. Niech ciag (a,) bedzie ciagiem geometrycznym o ilorazie q i ciagiem arytmetycznym.

Wtedy dla dowolnego n naturalnego a, ., +4,,3=24,,,, czyli a,¢"+a,q"**=
=2a,q"*1.

Stad 1+4¢%=2gq, czyli q=1. Ciagami spelniajacymi warunki zadania sa zatem

wszystkie ciagi stale oprocz ciagu (0, 0, ..., 0).

900. Niech a,=b,=aia,=b,=a+r, gdzie a>0 i r>0. Wtedy iloraz q ciagu geomet-

. a+ . .
rycznego (b,) jest rOwny q=—r= 1 +£. Mamy wykaza¢, ze dla n>1 prawdziwa
a a

. . r ’ s r " l 13 . r r
Jjest nierownosé a+(n—1)r<a (1 + —) , czyli nierdwnos$c
a

ry" . i L. L,
a? (1 + —) >a*+anr+nr?—r?. Z zadania 734 wiadomo, ze prawdziwa jest nierow-
a

s ry' nro 1 r? Ry
no§¢ | 1+~) 21+—+=n(n—1)-—, czyli nieréwnosé
a a 2 a

" 1
az(l +£) za’+anr+-n(n—1)r
a 2

1 1
Wystarczy wicc udowodnié, ze En(n ~1)7r2>nr?—r?, czyli ze En(n— )>n-1.

Ostatnia nierownosc jest prawdziwa, gdyz n> 1.

§ 9. Funkcja wykladnicza i logarytmiczna. Réwnania i nieréwnosci
wykladnicze i logarytmiczne

901. Rys. 51. vh

>y

Rys. 51

224

902. Rys. 52. v

Rys. 52

><V

903. Jezeli x>0, to y=2%2%=4" Jezeli x<0, to y=2%2"*=2"=1.

Zatem:

4 dia x20
J19=91 dla x<0 (ys. 53).

i

1y 0 x
904, [ (5) —1 dla x>0
L [ y=
2*—1 dla x<0 (rys. 54). Rys. 53
37 |
9 >
X
______ __1___ ——
Rys. 54
15 — Zbiér zadah 225



905.

906.

908.

910.

911, —

913.

914,

226

Rys. 55.

Rys. 55
.i\

Jeeli 4% +47=23, to (22 +(~2-9 =23, coyli @92+ 2052742 P =
zatem (2*+27%%=25. Stad i z fakty, 2z /\ 2*+27*>0 otrzymujemy réwnosé
2427%=5 xeR

[=]
\,
) xy

. Poniewaz (4%1, 4%2, 43, .) jest ciagiem geometrycznym, wigc (x;, X3, X3, ...

jest ciagiem arytmetycznym. Oznaczmy rézmog ciggu arytmetycznego (x,, X,
X3, ) PIZEZ T.

Stad i z faktu, ze x, =10 otrzymujemy 10=1x, +4r. §))
Stosujac wzor na sume poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego i wykorzystu-
oy +x, +11r)12

jac rownosé x, + x5+ .. +x,=174, mamy 3 =174. pi]

Rozwiazujac uklad rownan (1) i (2) otrzymujemy: x,=—21ir=3.
Stad x,=1, a wigc 4*2=4"=4,

1
32. 909, ——.
9

log5-10g20+ (log 2)* =log5-log(2 - 10)+(log2)* =log5(log2 +log10) +(log2)* =
=log5(log2 + 1)+ (log2)* =log5 ]ogZ +log5+(log2)® =log2(log5 +log2)+log5=
=log2-log(5-2)+log5=log2-log 10 +log5=1og2 +log5=logl0= 1.

15

3 912. 12.

log /73 103,49 = logy 7%=

1
sf -1og,7

logil+logs16  logg3+4logs2
log, 3-log, 48 +log? 4 logg3-logs(3- 16)+log24
log? 3 +4(log, 6 —logg 3) log23—4logs3+4

" log 3 (logg3+1logs16)+logZ4  log23+loge3-loggl6 +log§

1 —
(log3—2) _(log,3—10ge 367 _ °g§12
log 3+2logg3- logs4+log 4 (logg3+logg4) log§12

-2log, 7=4.

915. Zauwazmy,

=(3/29)

Ostatnia

3 23 1 1 1
i=/5e(53)3=52<51=52
roéwnos¢ jest oczywista.

log,18 1+2log,3

916. Wskazowka: log,; 18=———=———""—, log,4 4=

917. 1+logs7-

=14log

918. log;2-log,3-logs4-logsS=logs2-

919. 1.

920. logy20=

1
921. Zauwazmy, ze log;12=
log,;

Zatem

logsq 168 =

24
Ale 10g123=10gl2—8‘=1081224—10g128=b—3108122=b—3(b— 1)=3"2b

Z (1) i (2) otrzymujemy: logs, 168 =

log;12~ 2+log;3’
I ‘logsd=1+log; 7" ——= ——==
0g75-logs +logs logs7 logs5
14=log;3+logyd=log;(3-4)=log, 12.
1 log34 logs5

1082 54 1+ 31082 3
logz24 3+logs3

1083

logs4 logaS logs;6

logZO log(10- 2) l+logZ 1+a
log9 log3? 2log3  2b

7 i log1224= 1 +10$122.

12

10812168 ]0812(24 7) 10g1224+103127

" logs6

1
b+~

=loge

log /7525 logs 555 3
ze: 2 Vv 25=‘\/§¢>2 V3 5=2I¢>10g3\/2—5\/—=%¢>

2.

log1254 10g12(33 2) 3103123+103122 3108123+b 1

1
b+~
a

ab+1

3(3—2b)+b—1 a(8—5b)

30
922, logso8=logs023=3logyo2= 3log,o—1§= 3(logs030—logs015)=
=3[1—logso(3-5)]=3—3logso(3-5)=3 —3(logs03 +10g303)=
=3—-3(a+b)=3—-3a—3b.

923. log122

=r—1+

924. log,,54=

1—
310312 2. Stqd 10g122 =—2—r.

log;54 log,(2- 3%) log;2+3log,3 1+3a 3a+1

log,24 logz(23 3) 3log,2+log;3 3+a

T a+3’

24
=10glzﬁ=]031224— 1 =10812(3'23)"“1= =10g123+310g122—1=

1 1
1 7=a i 1+log;,2=b, skad log,27=; ilogy,2=b—1. Wobec tego:
og

™

@
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925. Przypusémy, zelog, 5 jest liczba wymierna czyli, Ze istnieja liczby naturalne ai b takie,

7e log,5 =§ i a, b sa wzglednie pierwsze (latwo zauwazyé, ze log,5>0). Wtedy

blog, 5 =a, czyli log, 5*=a. Stad 5°=2°, wigc sprzecznosé, gdyz lewa strona ostatniej
réwnosci jest podzielna przez 5, a prawa nie.

926. D,=(0; 1)u(1; 4).

927.

D,=<0; 2)u(2; 4.

928. D;=(—o00; —3)u(2; 3).

929,

930.

931.

932,

933.

228

()

2
Dziedzing D, funkcji f jest zbiér rozwigzan nieréwnosci -x—%>0, czyli zbiér
X—
(—o0; —2)u(2; ov). Widaé, 22 A —xeD;. Niech xeD;. Wtedy: f(—x)=
xeD,

—-x+2 x—2 x+2\-1 x+2
= —xl =—xlog——= —xlog{ —= ) =xlog——=f(x).
xoS—-x—Z x08x+2 XOg(x—Z) xon——Z /)
Zatem funkgcja f jest parzysta.

Poniewai A x+./1+4x%2>0, wiec D,=R. Niech xeD,.

xeR
___—log(x+./l +x2)7 1=

Wtedy: f(—x)=log(—x+./1+x? )—log
= —log(x+./1+x%)= —f(x). Zatem funkcja f jest nieparzysta.

Rys. 56. yh
1 ) \ §
y=10g2;=log2x = —log, x. “N\ 0 X
(rys. 57). y‘}
Rys. 56

Rys. 57

934. Rys. 58.

935, Rys. 59.

936. Rys. 60.

A

xy

xy

Rys. 58

Rys. 59

xy

Rys. 60
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937. log,(2x)=log,2+log, x=1+1og,x. y
(rys. 61).

e
0 /5 1 x
Rys. 61
938. Gdy xe(—3; 3), to 2°820~*)_g__ 2
Zatem f: (- 3; 3) ax—>y=9—x2 (rys. 62).
T3 X
Rys. 62
939. Poniewaz log,x? =2log, x|,
wigc f: y=2log, x| (rys. 63). y‘}
N0 x
Rys. 63

230

940. D,=(0; 1)u(1; o).

logx? _2logax

Rys. 64

Mamy: ———= :
A0 fogaxl  Nlog2x|
) 2log,x =2
Jezeli log; x>0, czyli x€(1; + o), to y= logax
rh
i o—
of 1 x
-29—o
. ) 2log, x 2
Jeieli log; x <0, czyli xe(0; 1), to y=—7 22 = =2.

2 dl 1;
s {388 256 Do e

941. D,=(—00; —)u(—1; 0).

log; x>  2logy(—x)
flogz(—x)  [logz(—x)l
Jezeli logy (—x)>0, czyli xe(—c0; ~1), to y=2.
Jezeli log, (—x) <0, czyli xe(—1; 0), to y=—2.

Mamy:

. 2 dla xe(—o0; —1)
Zatem: f: y={-—2 dia xe(—1; 0) (rys. 65).

A

c—-TZ
Rys. 65

x\}
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2

5 >0, cayli zbiér

942. Dziedzing D, funkcji f jest zbiér rozwiazan nieréwnosci X

. ) ] x2—4 (x—2)(x+2
(—2; 2)U+(2; ). Gdy xeDy, to: log, = =log, ¥§ )=logz (x+2).
Zatem f: y=log,(x +2), gdzie D,=(—2; 2)U(2; o) (rys. 66).
o1
| v
| 2'//_
|
-/
} 4 -
-2 0 2 X
I
l
[ Rys. 66
943. Dy =(—4; 4)u(4; ).
Gdy xeDy, to f:y=|log, (x+4)| (rys. 67).
| %
l
|
! 34
I
|
[
[
|
% 3 0 X
Rys. 67

log (X——)

1 2

Gd : - Vv ————2 N
yxeD,,to.log%(x 2)+logz 4x2—4x+1= . +log; J/(2x—1)*=

logzi

232

1 1 1
= —log, (x —5) +log, (2x—1)=log, [2( -—5>]—log2 (x —5> =

1 1
log; 2+log, (x—a)—logz (x—§)=logz 2=1.

Zatem y 4‘
fy=1, D,=(l; oo)
2
(rys. 68). 1 o=
ol 4 x
Rys. 68

945. Poniewaz log,x=2, log,x=3, log. x=6, wiec a’=x1, b=x, c*=x, x>0, a>0,
1 1
a#1,b>0, b1, c>0,c#1. Stad a=x2, b=x3, c=x86.
Mnozac powyzsze rownosci stronami otrzymujemy abc=x.
Wobec tego loga x=1.
) log,(ab) logsa+logyb
h Z h : 1 b) = = =
946. Przy podanych zaloZeniach mamy: ogs. (ab) Tog (bc) ~ Iogs b+iogs¢
m+1 _m+1_n(m+1)
logc ., 1 n+l
og. ¢ 141 n+

1+

log. b n

1 1
947. Wskazowka: log, x= Oab X ilogyx= 08 x.
logasa loga b

! !
O8.X _ 108X _|0g.(ab)=log.a+log,b=1+log.b.

948. Przy podanych zalozeniach:

logsx log.x
. log. (ab)
949. log, N-log, N +log, N-log. N +log. N-log,N=
1 1 1 1 1 1
- logy a' logxb logyb ) log,.,c%logyc' logNa=
1
_logyec+ logya+logyb logy (abc) _ loge. N -

" logya-logyb-logxc “lognalogyblogye 1 1 1
log,N log,N log.N

_log, N-logy N-log. N
- logu N ’
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-l -
950. (log; x)™! +(logs x) ™' +...+ (108,093 X) " =log, 2 +log, 3+...+log, 1993 =
logi99311993! _ 1

=log,(2-3-..-1993)=log, 1993! = =
logyg93; x logig931 %

=(log 993 x) L.

951. logs2-log,3-..-log _log,+.2 log,, 13 log,yyn

n+1" l0g,413 log,,,4 ~ log,,,(n+ 1)=1°""+l 2
952. Z podanych zatozen i definicji logarytmu wynika, ze log, b=—1—
1-logga

~1+loggc

. 1
ilo, _—— _ 1 .
88 C l—logsb' Stad logsb—lT—g— il 88b=

o
logga logg ¢
Zatem ! = 1+logec
1-logga logsc '

Przeksztalcajac ostatnia rownoéé otrzymujemy logga=———
) 1-logge’

Stad a=8 .

953. Rownos¢ a* +b*=9ab przeksztalcamy do postaci (@b} =ab
9 .

: s . a+b\?
Stad i z zatozes mamy: log, (T) =log, a+log, b. Zatem log, a+b =
3

1
=5(log. a+log, b).

954. Mamy wykaza¢, ze jezeli a>0, a#1, b>0, x#0, to log, b=log,: b*
log bx:log,,b‘=xlog,,b_log,b .
7 " log,a* xlog,a 1 =log.b.

955, Zauwamy, 6 ——+——
log;5 logs 5

24 <25, wigc logs 24 <log; 25, co oznacza, e podana nieréwnosé jest prawdziwa.

=logs 3 +logs 8=logs 24, oraz 2=logs 25. Poniewaz

956. (loszn)“+(log,,2)-1=_1_+1°gzn=1+10g§1r
log,m logan

1+login L
oz, 7 >2. Ostatnia nier6wno$¢ przeksztalcamy do

postaci (1—log, #)>>0, a jest ona prawdziwa, gdyz 1 #log, m.

Wystarczy wigc pokazad, ze

957. Stosujac nier6wnos$¢ migdzy $rednia arytmetyczna i geometryczng dwoch liczb latwo
dowodzimy, ze dia xeR., x+1>2.
x

Poniewaz a>1i ¢>1, wigc log.a>0 i log.a*>>0.

234

=2.

1 1
Z powyzszych warunkow wynika, z¢ log.a+ >2ilog.a’+ o
log.a log.a

Stosujac twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu otrzymamy:
log.a+log,c>2i2log.a+log2c> 2. Po dodaniu ostatnich nierownosci stronami
otrzymujemy: 3log.a+log.c+ log,2c24.

958. Wskazowka: Zauwaz, z¢ log,b>0 i wykorzystaj nierowno$é miedzy $rednia
arytmetyczna i geometryczna.

959. Poniewaz a, be(0; 1), wigc log%a>0 i log%b>0.

Wykorzystujac nieréwno$¢ pomigdzy Srednia arytmetyczng i geometryczna dla liczb
logla+ log,;_ b
log% ai log% b czyli | /Iog% a-log% b s—-—z—i—-——, i z zalozenia otrzymujemy

logé (ab)=2.
1
Stad i z faktu, ze funkcja f: y=log§x jest funkcja malejaca wynika, ab sz.

960. Wykazemy, ze f(logs 6)< f(logs 4).

1
f(logs6)<f(]ogs4)<»log56+ <logs 4+ ——<

logs 6 logs4

<logd 6-logs 4+logs 4 <logs 6-logid+logs 6 <

<log? 6-logs 4 —logs 6-log 4 <logs 6—logs 4eslogs6-logs4<1.
Wykorzystujac nierownos$¢ pomigdzy §rednia arytmetyczng i geometryczna dla liczb
logs 6 i logs4 mamy:

logs6+logs4 logs 24
~/10356-10g54<%—2—-(§3—, skad /logs6-logs4< g; .

Ale logs 24 <logs 25=2, zatem /logs 6logs4 <1, czyli logs 6-logs4<1.

961. Korzystajac z nierdwnosci Schwarza:
laiby +azb, +a3b3l>~/a§+a§+a§'ﬁ+b§+b§ dla liczb: a1=log,;_x,
az=log;y, a3=log;_z, b1=b2=b3=1,

otrzymujemy: )
liog? x-+1og} y+log} 2 <+/llog. )" +(log} y)? +(log} 2)* 3.

Stad: [log? (xy2)l < /llog! x)* +(log} y) +(logL2)* 3.

1 1
i 7 1 = — . 1za= 1=
Wykorzystujac zalozenie xyz @ mamy: log 1z logE @ 6.

Wobec tego 6< \/(Tog% x)* +(log} yy* +(logl 2)>+,/3, stad po podniesieniu obu stron

ostatniej nierownosci do kwadratu otrzymujemy
36<[(log} x4+ (logl y)? +(log! 2)*]+3, czyli 12 <(log§ x?+ (log% y)? +logl 2)%

962. Wskazowka: Porownaj rozwiazanie zadania 961.
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. b ¢ b c b 1 3 x
963. Z zaloienia mamy —=-. iewaz — i & . 2 100f . - dwka: 6% 8% =4-3<>2%-3%-2%*=4-3%
y b Poniewaz a>0 i b>0, wige loga_bg;’ czyli 970. x= 5 Wskazowka: 6*-8 <
l9gl?—loga =log c—logb. Ostatnia réwno$é oznacza, ze ciag (log a, log b, log c) jest 1y=-2
clagiem arytmetycznym, 971. 23:.7:-2=4X+1¢7"—2=<—2-> ox—2=0ex=2.

964. Poniewaz (log, x, log, x, log, x) jest ciagiem geometrycznym, wigc

1
log,x log.x . . . o 972. x=3 lub x=—=.
log,x=log.x' Stad i z twierdzenia o zmianie podstawy logarytmu otrzymujemy 5 ' '
log,x log, x 973. Wykorzystujac wzér na sumg poczatkowych wyrazw ciagu arytmetycznego
_L . Jeraax o
log,b_log,,c Zatem log. b otrzymujemy rownanie 5= 2~ =35"".
log,x logyx atem log, b=log, c. Stad x(x+1)=56, a wiec x=7.
P . = . x=2. Wskazowka: Oznacz 3*=t.
965. Warunki opisujace ciag (x,) sa rtownowazne warunkom: X3 =% idlanz2, 974. x=5. . x :
1
x 1 . ) - 980. x=1.
— =Z' Wobec tego ciag (x") jest ciggiem geometrycznym o ilorazie q=4l 975, x 2
i wyrazie pierwsz 1 976. x=2. %81 x=1
yrazie plerwszym x, = . 971. x=1. 982, x=11lub x=2.

1 L]

-11-~ 1 978. x=10332. 983. x=3.

4 4 1 1
Stad x1+x2+...+x,.=“l==5 1_4_ . 3

L] 2 x x
=2 984, x=1 lub x=0. Wskazowka: 3-4=+2-9"=5'6x°3(§) +2(§) =

966. Ciag (log, x, log,, x, log, x) bedzie ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

log,.x —log,x =log,x —log,,x. 985. x=0.
Poniewaz xe R . \{1}, wigc: log,x —logyx =log,x—log,x < 0BG, 3.4%—7- 1074225 20403+ 25 25T 57254 2: 555 =0 s>
°1°8~x+1°8~x=2log...x¢>l°8"x+logkx=2l°g"x¢. 2\ 5\
) log,n logem «3(5) -7+2(3) =0«
2
@ ——+1=——cslog, m(1 +log;n)=2log, n < )
loger fog,m ¢,3<_2_>x_7+_i_=0, Otrzymujemy: x=log2,,§ lub x=logys 2.
<> log, m-log, (kn)=1log, n* < log, (kn)*"™ = logyn? <o n? = (knylonem 5 (3);
5

967. Mamy wykazaé, ze dla x, y, ze R prawdziwe sa warunki: x i 4
L d(x, y)>0, 987. x=1. Wskazowka. Podstawiajac 2\/—=t otrzymujemy réwnanie t=\/t—_2’
2. d(x, y))=0<>x=y,
3. d(x, y)=d(y, x),
4. d(x, 2)<d(x, y)+d(y, 2).
Warunki 1, 2 i 3 wynikaja latwo z okreélenia funkcji d. Wykazemy warunek 4.
Mamy udowodnié, ze log, (1 +ix—z|)<logy (1+ |x—yf)+log, (1 + fy—z[).

czyli rownanie t=1t>—2.

* . ’ ' N
988. x=1lub x= (log;, —;—)2 Wskazowka: Podstawiajac 3‘/— =t otrzymujemy rownanie

v . 7 ’ . . 9
Powyzszg nier6wnos¢ mozna zapisa¢ w postaci .2 +2, czyli réwnanie g=_2+2'
L+ |x =2l < (1 +Ix~ y)-(1 +ly~2l), cayli |x— 2| <[x =y +|y—21 +x—yl-ly—2l. 4 o
Ostatnia nier6wnosé jest jest prawdziwa gdyz: 1
I —zl=10c= P+ —D<x =yl +ly—2I<Ix~ Y+ ly— 2|+ [x— Y- [y — 2. 989, x=2 lub x=—2. Wskazéwka: V2B
968. x=6. 969. x=2. 2_ﬁ
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990. Podanemu réwnaniu réwnowazna jest alternatywa:

991.

992.

993.

994.

x<—=2
2-x—2+2x+l_1=2x+1+1

lub {*=~1
2x+2_2x+1+1=2x+1+1.

—-2<x—1
lub {2X+2+2x+1_1=2x+1+1

Stad otrzymujemy:
x< -2

_2<x<—1 x>_1
{Z—x-2=2 fub {2x+2=2 tub {2:*‘2:2:4‘2.

Wobec tego x=—3 lub xe{—1; o).

Rozwazmy funkgje f(x)=2*+3*+4* Poniewaz funkcje y=2%, y=3* y=4* 53
rosnace w zbiorze R, wigc funkcja f(x) jest rosnaca w zbiorze R.

Ale f(2)=29, zatem liczba 2 jest rozwigzaniem podanego réwnania.

Z powyzszego wynika, ze jesli x <2, t0 2* + 3* + 4 < 29, jeslix>2,t0 2%+ 3* 44> 29,
Wobec tego jesli x#2, to 2%+ 3%+ 4*#29. Oznacza to, 7e jedynym rozwiazaniem
podanego réwnania jest liczba 2.

Sprawdzamy, ze 33 +4°+5%=6°,

Jezeli x>3,t0 6*=6-6"3=(33+434+5%)6""3=33.6*"3 4 43.6*"3 4 §3. 653>
>33:3573443. 4573 153,553 23x L 45 1 5%,

Podobnie dowodzimy, 7e jesli x <3, to 6* <3*+4*+ 5%

Zatem jedynym rozwigzaniem rzeczywistym podanego rOwnania jest liczba 3.

Podstawmy 3*=t. Otrzymujemy wtedy rownanie t2—4¢+ p=0 z niewiadomg t.
Powyisze rownanie kwadratowe musi mie¢ dwa rozne rozwiazania dodatnie. Tak
bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy 16—4p>0 i p>0, czyli gdy pe(0; 4). Poniewaz
P jest liczba catkowita, wigc p=1 lub p=2, lub p=3. Latwo sprawdzi¢, ze warunki
zadania spetnia tylko p=3.

{49

1002. xe(—\/i; O)U(\/E; ).
1003. xe(—1; 4).

995. xe(—o0; 1)U(6; o).

996. xe(—1; 5. 1004. xe{2; o).

997. xe{4; o). 100S. xe{ —oo; %)
998. xe(—c0; —2)u(2; o). 1006. xe(—oo; log, 3).
999. xe(— oo; —ﬁ)u(\/g; ). 1007. xe(—2; o).
1000. xe(—o0; —,/65U<0; /6. 1008. xe(1; oo)

1001. xe(—00; —/2>U(0; \/2).

1009. 47+ 271 <85 40 2% 274 2225 ¥ P e P 4 2SNV > (=1 i 2 —1—220) o>
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< [P=ti@<—11ubt>2)]e(2*< —1 lub 2*>2)« 2*>2 e xe(]; oo).

1010. xe(—o0; —1>u(log, 5; ).
1011. xe(— oo; 3).

3\2x 3\x
1012. xe(0; 1). Wskazowka: 3-4"+2-9"<5-6"¢3+2(§) <5(5) .

4
1013. xe(—o0; —-2)U(1081§§ 00)-

1014. xe{0}u{l; ). Wskazowka: Oznacz 2*=t.

1015, xe(—2; 2).
1 [1\o= 1 1\ox
1016. xe(0; ©). Wskazowka: 3:2(5) <>log; 3x>log; 3) -

1017. xe(log,4; log, 2)(0; ©).

1018, 8%>6- 95115235 2.3- 3% 115 23515 32~ tl¥ 1 o
<«log; 2% 1 >log, 3 e 3x—1>(2 I_x— 1+ log, 3.
Rozwiazujac ostatnia nierownos¢ otrzymujemy:

(3logz3+1. logy3—1 )
3

€\37210g, 3’ 2log;3—

1

1019, x=2. 1023. x=g.
3 1024, x=3

1020. x=§. x=3.
8 9

1021. x=4 lub x=7. 1028. x=5.

5
1022 x=1—+—2£.

P . 2
1026. Dziedzing roéwnania jest zbior rozwigzan ukladu nierownoscr: x>0 1 x
i logx>0 i logx2—1>0. Stad otrzymujemy: xeg. / 11())], ool), wiec:
log (logx) +log (logx*— 1)=1< 1; log [logx (logx" — 1)] =1 < ~
e»glogx(logxz—1)=10elogx(2103x—l)=10¢>(logx=z i222—z—10=0)=

5 )
@[logx=z i (z= —2lub z=—2-)]¢(logx= —21ub lopc—i)a
< (x=10"2 lub x=100/10) e x=100,/10.

1027. x=./10 lub x=100.
1028. Dziedzina réwnania jest przedziat (0; ©).

>0

x1°8% — 100 <> log x!°8* =log (100x) <> log? x =log 100+ log x <>log? x=2+log x <>

o(ogx=titt—t—2=0)«[logx=ti(t=21lubt=—1]<«

1
< (logx=2lub logx=— l)o(x: 100 lub x=ﬁ).
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1029. Prawdziwe s3 implikacje:
1 1
log, [210g5 (1 +1og, x)] =5 = 2log; (1 +log; x) =42 = log, (1 +log, x)=1 =

=1+log; x=3=log, x=2=x=4.
Latwo sprawdzié, e liczba 4 _spelnia pierwsze rownanie. Zatem jedynym roz-
wigzaniem podanego réwnania jest liczba 4.

1030. x=64.

1031. Dziedzing rownania jest zbiér (0; 1)u(1; oo).
x2198x10 = 10 <o x1082 190 = 10 <> 100 = 10x <> x = 10.

1032. x=0. 1033. x=0lub x=3.

1034. Dziedzina réwnania jest zbior R.
x+log(l+2%)=xlog 5+log 6 <> log 10* +log (1 +2%)= =log 5*+log 6 <
<>log [10%(1 +2%)] =log (57 6) <> 10" (1 + 2%)=5%- 6 <> 2*(1+25) =6 <>
@ =tit*+1-6=0)e[2"=ti(t=—3 lub t=2)] <«
«@(2*=—3 lub 2*=2)<e>x=1.

1035. Dziedzina réwnania jest zbiér R, .

2x108* 4 3x "o = 5 o x1°3"=ti2t+%=5 .

é[x]°"‘=t i (t=l lub t=§)]¢(xl°8"=1 lub x'°3"=§)¢»

s (108 xI°8* =0 lub log x'%8* = log ;) <« (logzx =0 lub log? x=log ;) <

¢<108x=01ub log x= \/log— lub logx-—\/log )
e(":l fub x=10Y 5 1ab =10 W).

1036. Dziedzing réwnania jest zbior rozwigzan ukladu: ~x>0 i log,(—x)=01i x?>0,
czyli przedziat (—co; —1).

Vilogy(—x) long¢ / 510g; (—x)=log; [x|<5log, (—x)=[log, (—x)]* <
<[log,(—x)=ti 5t=1*] <> [log, (—x)= ti(t=01lubt=5)]<
<> [log; (—x)=0 lub log; (—x)=5]<>(x=~1 lub x=—32).

1037. x=log, 3.

28
1038. x =logg 7 lub x=log; 10.

Wskazéwka: log; (3** ! —3)=log, (3*3— 3)=log; [3(3*—1)] =
=logs +log; (3*—1)=1+1lo0g, (3*—1).

1039. x=43/4 lub x=4.

Wskazéwka: Latwo sprawdzié, ze liczba 1 nie jest rozwiazaniem rownania. Niech
x# 1. Wtedy:
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log, \/; 2

3
logy e, x° = log, x -
1627 Tlog,(16x) 1+log, 16

oraz log’z_‘ \/— =

1040. x=2.

1041. Dziedzina réwnania jest zbior R \{1}.

log42 Qlog.‘(x+12)=
x 2logy x

<log,(x+12)=logg x* <> x+12=x2e>x=4,

Qo&(x+ 12)-log, 2 =1 log, (++ 12)

1
1042. x=2 lub x=§.

1043. Dziedzing réwnania jest przedziat (—oo; —1). ,
‘ 2 ‘ : logs x2 e logs x _
log; (log; x*)—log; [logs (1 —x)}=1<log, oz (=) Togs (1—%)

1 . -
<slogy x?=2log; (1 —x)«>x2=(1—x)*<>x =3:c0 oznacza, Z¢ roOwnanie jest sprze-

1
czne, gdyz 5¢(—oo; -1).

1044. x= ::3 1045. x=14.

1046. Dziedzina réwnania jest zbiér R, —{1}.

oyl
- 0 -—
.2 x\3 logxx_ o x 3¢i—2—=<log,£)3¢
log_~=\log=3) =717\ 183 —1 2

log,—
08~

3 X x
elog,’—zc=(logx§) elog,%(log,i—l)(]og,5+ 1>=Oe

X
¢<log,§=0 lub log,§= 1, lub 10g,5= —1}e

1
e(’—‘=1 lub i=x lub f=—><¢>(x=2 lub x=ﬁ).
2 2 2 x

1
1047. x=3. 1048. x=9. 1049. x=4 lub x=—2-.

1050. Przy zalozeniach x>0i x#1: "
10

xlosx —

«log® x=10logx—9log, 10 <>

2
<log X *=log
9log 10 1 09103‘10

10
«logdx= IOIng—@elog‘x—1010g2x+9=0

! 1 1
Rozwiazujac ostatnie réwnanie otrzymujemy: x=-—= lub X=15 Iub x=10,

1000
lub x=1000.

16 — Zbiér zadan 241



1051. Przy zaloZeniu x> 10 podane rownanie mozna przeksztalci¢ do postaci
(x—10(log; (x—3)=2(x—10). Stad x = 10. Przy zalozeniu x €(3; 10) otrzymujemy
rownanie

1
—(x—10)log, (x— 3)=2(x— 10}, skad x=73.

1 1
1052, x=2""80° Wskazowka: log, x = 1322 : oraz log, x _log;x_log, x
2

log, 4 2

1053. Dziedzing réwnania jest przedzial (3; c0). Mamy

543
==

1054. Latwo zauwazyé, ze sposrod liczb calkowitych tylko liczba O jest rozwigzaniem
podanego rownania (przyjmujemy, ze 0°=1). Niech x>0, wtedy otrzymujemy
log x*=log(7x)"* <> xlog x =7x (log 7 +log x) <> log x=7 (log 7 + log x)<>

log, (x—2)+log;(x—3)= —1, stad x=

7 7

<logx= —-6~1087¢>x=7‘3

.

Ostatecznie wigc rozwigzaniami rownania sa liczby 0 776,

1055. xe{(—4; 0)U(0; 5). 1057. xe(—o0; —13)u(19; ).
3

1058. xe(—i; -—ﬁ)u(ﬁ; ;)
1059, log% [logs (x2—5)1 20+ [log, (x> —5)< 1 i loge(x2—5)>0] <

= (x?—5<4ix*—5> ) exe(—3; —/6)U(/6; 3.
1060. xe(l; ﬁ) 1069. xe(4; ).

1056. xe{—1; 0)u(8; 9).

-3/2 3/2
1061. xe(—zi; —2)u<2; —‘—2/——) 1070. Nieréwno$é sprzeczna.
1062. xe(—4 —3)U(8; o). 1071 xe((); $>u<9; ).

1063. xe(~— o0; 2)U(3; ). 1072 xe(%; 2>.

i
1073. = 4).
1074. x¢ 1 4
X - .
2!

1075. xe(1; 10).

11
1076. xe(—; ).
xe(lG )

1064. xe(1; 2).

1065, xe<i:——— v, oo)_
1066. xe(—2 —1).

1067. x€(0; 1)u(2; 5).
1068. xe(,/5; 3).
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1077. xe(—3; —2)u(0; 1). 1078. xe(1; 2).
1079. xe{1; 10)L{10000; ©).

1 11
Wskazowka: log [—=logx™2= —Elog x. Podstaw: \/log x=t.
x

1080. Dziedzing nierdwnosci jest zbior K.

1
5M3_3|°t="1 <3lo'x+1_5lo|x—1 ¢>51»;::_%. 3lo|x<3.3lolx____5_.5|ogx¢>

1 1 6 o, 10 5\osx _(5)2
¢5locx+§.slo|x<3.3lolx+§.3lou @_5_.5101 <_3_.3me 3 < 3 <
<logx<2<logx<log 100« xe(0; 100).

1081. Oznaczamy x'#3*=t. Wtedy ¢t+¢>>12, stad t<—1lub ¢>3.
Zatem x'83* < —4 lub x'%3%>3, czyli x'*#3*>3.

x'°‘3">3¢>(log§x<1 < (logyx<—1lub log; x> l)¢>
1
¢<x<§ i x>01lub x>3>exe(0; S)u(3; ).

1082. logz,_gx<l@log2,_3x<1032,_3(2x—3)¢ )
o [(2x-3>1ix<2x—3) lub 2x-3<1 i2x—3>0,i x>2x—-3)]«

.»xee; 2>u(3; ).
! i;) 1085. xe(3—£/§; %>u<1;3+\/§).

1083. xe(%; %) 1084, xe<§; >
1086. xe(—2 —1u(—1; 0(0; <2 ).
1087. xe(1; o).

1088. xe(%; l)u(6; 0).

1089. xe(—o0; 0)u(S; o). 1092. xe{—1; 1).

2
1090. xe<-;-; l). 1093. xe(O; §>u(2; 00).

1
1094. x€(0; \/2—1)U(3; ). Wskazowka: log,+12=m.

1095, Poniewaz nieréwnos¢ ma sens tylko dla x>0 wigc:
x2+h|§x—lo;2xz__1_>0¢>x2+lo|%x—zlo|2x>x—l¢>log2x2+lo|§x—2h|zx>
x
>log, x ™! <>(2+1log} x—2log; x)log; x> —loga x <+
<>(2+log3 x—2log, x)logz x +log; x>0<>
< log, x(3+logi x—2log; x)>0<>log; x>0<>xe(l; ).

1001, xe(—4 —2—/3)U(=2+/3;0).
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1096. Wiadomo, Ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nieréwnosé
|a+.b|<|¢.z|+|b| (réwnos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy’a>0lub b0 lub a<01i b<0
Poniewaz w naszej nierownosci x>0, wiec bedzie ona prawdziwa wtedy i ty?kt;
wtedy, gdy logx <0, czyli gdy xe(0; 1).

1097. xe(06; 10). WSkazéwka: Nieré6wnos¢ jest rownowazna alternatywnie:
(2~logx>0ilogx<0) lub 2—logx>0ilogx>0i2—logx>log?x).

1098. Dziec.izina nieréwnosci jest przedziat ¢0; o).
Jezeli x=0 lub x=1, to nieréwnos¢ jest sprzeczna.

Niech x>0 i x#1. Wtedy:
3. x2—x+1 3 1 1 1
X+ < /x «»4—xlogx<(§x2—-2-x+5)logx¢

.3 1 1 1 3 1
| xe0; 1)i-x>-x>——x+= ; i L
( )14x>2x 2x+2 lub xe(1; o0) i zx<-2-x2—5x+§].

1
Stad: xe<§; l)u(z; o).

1099. Dziedzina nierdwnosci jest zbior liczb rzeczywistych roznych od zera. Jezeli x = — 1
lub x=1, to nierébwnoé¢ jest sprzeczna. . -
Nie;:h x#—11x%#0,ix#1 Wtedy:

X" "*"2 <1 e (x* —x—2)log|x| <O0.
Rozwiazujac ostatnia nierownosé otrzymujemy x e(1; 2).

1100. xe(—1; 0).

1101 D,= — (%; 0)u<0; %)
1-./5
1102. D,={ 2\/_; 0>U<1+2\/§; oo>. 1112, D,=<—oo; S‘Tﬁ)u<5+\/§; Oo>.

2
1103, D,=<1; ;).
1104, D;=(2; 4).
1105 D,=<;; oo).
1106. D,=(—o0; 1>U{3; o).
1107. Dy=<—/3; ~Du(—1; /3). 117 x=2iy=3lub x=3i y=2.

1108, D,=<%; g>,

1110. D,;=(0; 2)u(2; 8).
1111 D;={~./8; 0)u(0; /3.

1113, D,=(1; 2).
1114, D;=(0; )U(2 ).
1115, Dy=(4+/2; ).

1116. D,=(10"5; 10%).

1118, x=1iy=2lubx=2iy=1.

1109. D,=<%; 1).
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1119. Jezeli y=—1, to x=7 i jak latwo sprawdzi¢ jest to rozwiazanie ukiadu. Innym
rozwiazaniem ukladu bedzie para liczb spetniajacych uklad rownan 3x+2y—1=0
ix+y=6,czyli x=—11iy=17.

1120. x=41i y=25lub )5=25 iy=4.

1121. Przy zalozeniach x>01i x#1 mamy:
(log,8=y+1ix'=6—x)<>(y=log,8—11i x'8x8-1=6—x)<>

logx 8 8
=6—x>¢>(y=log,8—1 i ;:6—x)¢>

<« (y=log,8—1i x*—6x+8=0).

@(y=log,8—1 i

1
Stad otrzymujemy: x=2 i y=2lub x=41i y=3

122 x=9iy="
1

3
1123, x==iy==.
x 2|y 3

1124. AnB=(—4; 1).
1125, A\B=(—o0; 0)u{100000; ).
Wskazowka: A={xeR: \/ sz—xs+x<0}={xeR:x2—4x>0}.
» seR
1126. AnB=1; %)

1127. Wykorzystujac nierdwnosé miedzy $redniq arytmetyczng i geometryczng dla liczb
>./2527%, czyli 2427 -22>0.

) 1

Stad 242 121, a wiec 2x+2_x_1<1

1128. Zadanie sprowadza si¢ do zbadania, dla jakich a, b réwnanie a2*+b=>b2""+a
z niewiadoma x ma dokladnie jedno rozwigzanie. Przeksztalcajac to réwnanie
otrzymujemy: a2%* +(b—a)2*—b=0. Oznaczajac 2*=t otrzymujemy rownanie
kwadratowe at* +(b—a)t—b=0.
Warunki zadania beda spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy powyzsze rownanie
bedzie mieé jedno rozwigzanie dodatnie lub dwa rozwiazania roimych znakow
(jedno dodatnie i drugie ujemne). Rozwiazujac zagadnienie otrzymujemy: ab>0.

2% i 27> otrzymujemy

A 1
1129. ae(2; o). Wskazowka: Zauwazmy, 74— /15= .
4+4./15
1
Podstawiajac (4 +./15)* =t otrzymujemy rownanie -t-+ t=a, czyli t*—at+1=0.

1130. Dla x=log, 5. Roznica ciagu jest rowna 1.

1131. Z treici zadania otrzymujemy ukiad nieréwnosci:
=12 +12(4** —2°"9>0i —-3@4" 1_20"2)<(. Stad ae(0; o).
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1132. Z wlasnosci funkeji kwadratowej wynika, ze warunki zadania beda spetnione wtedy
i tylko wtedy, gdy (2°*2%)?—4(2°*3-12)<0. Rozwiazujac powyisza nieréwnosé
otrzymujemy a e (— oo; 0). .

1133. m=1lub m=2.
1134. xe(—o0; —1>ul; ).

, . 3y (3= 7 3\*-» 1 7
1135. Zauwaizmy, Ze: (Z) _<Z) _.136(4) “ANSTnT

4
New 1 1] [ (31 1
<> Z —tlt—;—ﬁ <> Z = z @y—x+ N

Zatem podanemu uktadowi réwnowazny jest uklad warunkéw y=x+1ixy+y<9,
czyli uklad y=x+1i x*+2x—8<0. Stad xe{—4; 2). Wobec tego najwicksza
liczba x speiniajaca uklad jest liczba 2.

1136. Jedynym punktem wspdlnym wykreséw funkgji fi g jest punkt A =(2; 4).

1137. Z twierdzenia Bezoute’a wynika, ze wielomian W(x) bedzie podzielny przez
dwumian x+1 wtedy i tylko wtedy, gdy W(—1)=0. W naszym przypadku
W(—1)=log? m+logm—6. Wobec tego rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do
rozwigzania rownania log? m+logm—6=0. Stad m=0,001 lub m= 100,

1138. Rozwiazujac robwnanie otrzymujemy uktad warunkow:
x2+Q2-kyx+1=0ix>—~1,i kx>0. 1)
Oznaczmy przez A wyréznik tréjmianu kwadratowego x2+(2—k)x+1, przez
x;y i x; jego pierwiastki w przypadku, gdy 4>0, a przez x, jedyny pierwiastek
trojmianu, gdy A=0. Zatézmy, ze x, < x,. Uklad (1) bedzie miat dokladnie jedno
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy: A=0i k>0i xo>0lub A=0ik <0,ixo> —1,
ix9<0,Tub A>0ix;2~1,ix,>~1,i x,<0,i k<0.

Powyzsza alternatywa bedzie prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy k=4 lub k<0.

1139. Wskazowka: Porownaj rozwiazanie zadania 1138,

1140. Rozwiazujgc rOwnanie otrzymujemy uklad warunkéw: x* —(a+2)x+1=0i x>0,
ix71. Warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy 4> 0i x? +x3=34
14, x2€(0; 1)u(1; o0).

Rozwiazujac powyzszy uklad otrzymujemy a= —2 +4ﬁ.

1141. Liczby log, (x —4), log; (2x), log; x* beda kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycz-
nego wtedy i tylko wtedy, gdy log, (2x)—log, (x —4) =log, x* log, (2x). Stad x =8.
Réiénica r rozwazanego ciggu bedzie réwna r=log, (2- 8)—log, (8 —4)=2.

1142. Oznaczmy przez (a,) rozwazany ciag geometryczny, a przez q jego iloraz. Wtedy
a;+a,q+a,q>=62 i loga, +log(a;q)+log(a,4%) =31 g>1. Stad a, =2 i g=5.

17
1143, Z tresci zadania otrzymujemy uklad: x, +x, +5=§ ilog, x,—logyx, =

1 1. 1
=log2§—logz x,. Stad x,=§ i x2=‘—‘.
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« 1 1
Roéznica r rozwazanego ciagu arytmetycznego jest rdwna r=logzz—logz §=l.
' 1
Zatem wyraz piaty tego ciagu jest rowny logz~8—+4- 1=1.

3 . 45 15 . .
1144. Wstawiajac do nieréwnosci x = 32 otrzymujemy log,E>log. TS Z tredei zadania
45

15 .
wiadomo, ze powyzsza nierOwno$¢ jest prawdziwa. Stad i z faktu, ze R> 6 wynika,
ze a> 1. Przy zalozeniu, ¢ a>1: log, (x*—3x)>log, (4x—x?) &
<>(x?=3x>4x~x? i 4x—x2>0). Rozwiazujac ostatni uktad nieréwnoéci otrzy-

1 .
mujemy x€ (35, 4).

1145. D;=R,. f(x¥)<2<>(log; x*<2i xe R,)s>(x2 <9 i xe R )<+ x€(0; 3).
1
1146. xe((}, §>u(9; ).

1148, xe(%; 9).
1149. x&(—o00; —/1T0(/17; ).

1
1 . . . . I3 I3 l 2 - 1 e s — 2.
Wskazoéwka: Rozwigz nieréwnos$é logi (x*~16)+ log;_ =16

1147. xe(27; o0).

1
1150. ae<ﬁ, 1.

1.2\ (V2 11

— P — —_ 1; .
1151, me(z, 5 )u( 7 2>. 1152, ae(2, 5\/13)\)( 2)

. . 4
1153. Rozwiazujac rownanie otrzymujemy ukiad x2—(a+3)x+4=0i x>ai x> 3

Zalozmy, ze x; <x,. Warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy

4 , .a+3—/a*+6a-17
A>0ixl>a,ix1>§, czyli gdy a?+6a—7>01i 3 >a.
-Ja® -7 ) 4
i at3 ; +6a >§. Rozwigzujac powyzszy uklad otrzymujemy ae(l; 5)

1
1 — 1]
154.ae<10 )

1155. Podane réownanie przeksztalcamy nastgpujaco:
log(~—x)+logt
log(3—x)
@ [x2+(t—6x+9=0ix<0it>0]. .
Zauwazmy, ze rownanie x2+(t—6)x+9=0 moze mieé tylko r"_mm Je-
dnakowych znakéw. Warunki zadania beda wiec spetnione wtedy-i W’Ma
gdy A=0 i xo<0 i t>0. Rozwiazujac powyzszy ukiad Omﬂ“’m t=12,
wiedy xo= —3. SRR

=2<[log(—tx)=log(3—x)? i x<0it>0]<>
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1156. me(1; o). ( 1157, m=10"" jub m=10"""5.

1158. Dziedzing réwnania jest przedziat (0; o). Zaktadajac, ze x€(0, ) i a#0 mamy:

1159.

1160.

1161.

1162.

248

x+3

log; (x +3)—2log, x=a<>log, (x + 3)—log, x=a<>log, =g
x+3 3 A ot . ”
aT =ex= ¥ 1 Wystarczy zbada¢, dla jakiego a jest prawda, ze

21

Rozwiazujac w zbiorze liczb naturalnych nieréwnoét podana w zadaniu otrzymu-
jemyne{1,2,3,..., 63}. W zbiorze tym, liczbami podzielnymi przez 3 s3 liczby: 3, 6,
9, ..,63.Ciag (3,6,9, .., 63) jest ciagiem arytmetycznym o wyrazie pierwszym 3,
réznicy 3 i liczbie wyrazéw 21.

3 7
3<——<4. Rozwiazujac powyzszy uklad otrzymujemy ae (]ogz Z; 1 > .

3.463)21
Stad 346+9+..+63=F5I21_ (0,
J/10
0 3 100: .
me( 10000 )u( 00; o)

Przy zatozeniach x>0 i y>0 mamy: log%:logx-logye

<« logx+logy—1 =logx-log y<>(logx—1)(1—logy)=0<
<> (x=10 lub y=10) (rys. 69).

74

100—
(

10 X

Rys. 69

log x+log y=log(x + y) <> [log (xy)=log(x +y) i x>0, i y>0]
<>(xy=x+yix>0, y>0<=[y(x~1)=xix>0,i y>0].
Jezeli x=1, to uklad powyiszy jest sprzeczny. Jezeli x#1, to otrzymujemy:

y=_"—1 i x>01iy>0 (rys. 70).
x-—

l_.\
!
F—t— ==

Rys. 70

1163. 1+log, y=log.(xy)<>1+log,
e(x>0ix#1,i y>0) (rys. 71).

0 1|

7

_

.

y=log,x+log,y¢>1+log,y=l+log,y~»

y&
Rys. 71 0“3 3

x

1 1, 0)e
1164. logl(x+y)>1elog;_(x+y)>logl,z-2-¢-(x+y<§1 x+y> )
2

o(}'< —x+% iy> —x) (rys. 72). rn

—
/A
—A
) m—
| —
| —
| n—
~
<
0

Rys. 72

3
=N
[\
=
N—
A —
_
eV

x¥
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1165. log,_,(x+y)§1alog,_,(x+y)<10g,,_,(x——y)¢>
< [(x—y>1 i x+y>0,‘x+y<x—y) lub (x—y>0ix—y<l,ix+yzx—y]<
<[y<x—1iy>—xiy<0)lub (y<xiy>x—1,iy=0] (rys. 73).

vk
\\\ UV
\\\\ ﬂ q
Za
S \

1166. log, (log, x)>0<>log, (log, x)>log, 1 <
< [(x>1ilog,x>1)lub (x>01i x<1,ilog,x>0,i log, x<1)]<
«[(x>1ilog,x>log,y) lub (x>0i x<1,i log, x>1log, 1, i log, x <log, )] <
<[(x>1iy>1, x>y lub (x>0i x<1, y>0,i y<1)] (rys. 74).’ ’

m :

-awg_.‘dd[[” L

lal

1

<y

|
I
|
!
(
!
i
{
l
l
I
{
!
|

Rys. 74
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1167. Rys. 75.

§ 10. Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne.
Rownania i nieréwnosci trygonometryczne.

1

1168. 1. 1169. 7

3
1176. -5 Wskazowka: tg89° =ctgl®.
1171, 3tgdl1°-1g43°-tg45° - tg47° - 1g49° =31g41°-1843° - c1gd3° - ctgdl° =

=3 (tgd1°- ctgd1°)(tg43°-ctg43°)=3-1-1=3.

1172. 3—tg18°-1g288° +sin32°-sin148° —sin302° - 5in122° =
—3—1g18° -1 (270° + 18°) +s5in32° - sin (180° —32°) —sin (270° + 32)sin (90° + 32)=
=3+1g18°-ctg 18° +8in?32° 4 cos?32° =5.

1 3

1173. - 1175, —-.
73 2 17. 7
3

1174. ~3 1176. 0.

. : . . 2./3 V21
1177. sm75°=s1n(45°+30°)=sm45°-cos3()°+cos45°-sm30°=—2--—i-+—§—--2-=
_J6+2
=
1178. 2 /3.

V2

1179, cos27°-cos18° —sin27°-sin18° =cos (27° + 18°)=cos45°=—2—-.



5in52° - cos7° —cos 128°-c0s97°  sin52°-cos7°—cos52° sin7° sin(52°~7°)

1180. = - _ 40 o €% i 1RO+ con 80
€0853°-c0s7°—c0s37° - cos83°  €0853°-cos7°—sin53°-sin7° cos(53°+7°) 1196. cos36°—cos72°=2sin54°-sin18°=zs“154 cos54” 2sin18%- cos18 =
=2 . 2c0854°-cos18°
1181 1. 1184, 2 1187, 12 sin108°-sin36° cos18°- cos 54° _l
o T 2cos54°-cos18° 2c0s54°-cos18 2’
\/5 85. Y 1197. cos24°+cos48°—cos84°—cos12°=2<:os36°-c0812°—2cos48°-cos36°=
1183, — Y=, 1189. /2. — 2008 36° (cos12° — c0s48°) =4 c0s 36° - sin18° - sin 30° =2 cos 36° *sin 18° =
2 1186. _\/_5 _2sin18°-cos18°-cos36°_25in36°-oos36°__ sin72° 1
2 - cos18° =7 2cos18°  2sin72° 2
1190. cos36° - cos72° =2 sin36° -c?s36° *cos72° =sin72° -cos72° _ sin 144° =1 1198. 8.
2sin36° 2sin36° 45in36° 4

3
icosZO" - sin40°)

2
85in20° - c0s 20° - cos40° - cos 80° \/3 ¢0820° —4 5in20° - cos 20° _ ( 2

1191, 8c0s20°-cos40°-cos80° = 1199. ./3ctg20° —4cos20°=

. sin20° - 5in20° - sin20°
_ 45in40° - cos40° - cos 80° _25in80°-cos80° sin160° 2 sin60° - cos20° —25sin40° _sin 80°—sin40° 2cos 60°-5in20° |
sin20° 0200 sin20c L = $in20° = &n20°  sin20°
o 10e 10° - cos 50°- cos70°  (cos60° +cos40°) cos 70°
1192. (sin10°)” 0) V3 _cos10°~/3sin10 1200, ctgl0®-ctgS0° - ctg70° = -
(6107~ /3 (e0s10%) ! = e e = O oos 10 g0 otg S0 Clg 70 = T in50° sin70°  —(cos60" —cosd0°)sin10°
=2(COS 10 —tg60° - sin 10°)=2(COS60° cos 10° —sin60° - sin 100)_ ‘1'005700 +cos400 'COS70° 1008700 +l(coslloo +COS30°)
sin20° §in20° - cos60° - _2 _2 2 _
2c0s870°  2sin20° B -

= 1 o 0, oF o 1 o 1 3 o s o
Sin20° - cos60°  sin20° - c0s60° —5311170 +¢0s40° - sin 70 —-2-sm70 +5(s1n110 +5in30°)
1 1

Ecos 70° +-2-(—cos 70° +c0s30°)

= =ctg30°=\/§.

1193. sin35° +sin25° —5in95° =sin35° —(sin95° —sin 25°) =sin 35° — 2 cos 60° - sin35° =0.

1194, 174sin10°sin70° _1—-4sin10°-c0s20° _cos10°—4sin10°- cos10°-cos20° ~L im0 +-1-(sin 70° +5in 30°)
2sin10° 2sin10° h 25in10°-cos10° = 2 2
_ c0s10°—25in20°-c0s20° cos10°—sin40° _sin80° —sin40° 1201. sin®a + sinx- cos?a + cos?a = sin®a (sin’a +cos?a) +cos?a=sin’x 1+ cos’au=
sin20° N sin20° = sin20° = =sin%a+cosla=1.
2cos60° - sin20° 1202. sinSa + 3sin?x- cos?a + cos a—(sm az)3 +(cos?a)® +3sin%a cos a=
sin20° =(sina+cos 2¢) (sin*a —sinZa - cos 20+ cos a)+3s1n o cos?o=
=sin* + 2 sinx - cos2a + cos*a = (sin?x + cos?a)’ =
1195. 1g9°—1g27° —tg63° +1g81° =1g9° + ctg9° —1g27° —ctg27°= sin
_ sin9° cos9°  sin27° cos27°_sin29°+cosz9° sin227° + cos227° 1203, tga cost sina _sina - cosa —sin%a.
cos9° " sin9° cos27° sin27°  sin9°-cos9°  sin27°-cos2T° tga +°t8“ sina +°03¢ cosa sin%a+cos’a
__ 2 2 _2sin54°-—2sinl8° 4cos36°-sinl8° _4cos36° cosa  sina
sin18° sin54°  sinl18°-sin54°  sinl8°-sin54°  sin54° 1204, 10+ cosa _sinx N cose _ sina(l +sina)+cos2a_sina+sin2a+cosza_
4cos36° 4 & 1+sina cosa 1 +sine cosa{l+sine) " cosa(l+sina)
“sin(90°—36°) _ sing+1 1 .
cosa(1+sina) cosa
252

253



cos?(2e)—4cos’a+3 (2cos’a—1)2—4cos’a+3 (1 —cos’a)®

1205, %% 1+sina cos’x+1+2sina+sin?e 2+ 2sina 1214. = 2 2 z = 4y
" 1+sine cosx (1+ sina) cosx —(1+sina)cosa= cos?(2)+4 cos?a—1 (2cos’a—1)*+4cosa—1 cos*a
2(1 +sina) 2 sin‘a
T IR ve——— = =tgta.
(1 +sina)cosz cosa cos*a
., sina , 1215. 1+sin(2¢) 1+2sina-cosa _ sinZe -+ 2 sina - cosa + cos?e _
1206 sina —tg%a s cos?y sin’a-coslx—sin®x—  sina cos(20)  cos’a—sin’a cos2a—sina
“costa—ctgle  , cos’a = cos?a "cos?a- sin®a —costa_ (cosa + sina)? _cosa+sina _1+tge
o sin®a " (cosa +sing) (cosa—sinx) cosx—sina 1—tgo
sin?e (cos?a— 1) sin?e sin*a(—sin’a) sin 1216 1+cos(4a) sin?(2)+cos? (2u)+ cos? (2)—sin® (22) _2cos® (20)-sina-cosa _
= . = = =106, = . =
cosZq cos?a(sinZa—1) cos‘a(—cos’a) costx  © ctga—tgx cose  sina cos (24)
sina  cosa
1—sin‘a—cos*a 1 —(sin? 20)2 + 2 sinZx - cos? . sin (4o
1207. —— =T (sin @ cos a) +2sin"a"cos’ = =cos(2a)'sm(2a)=——( )
1—sin®x—cos®x 1—(sin’a+ cos?a)(sin*a —sina- cos?x + cos*a) 2
2sin%a - cos’a 2sin%a - cos3a 2 cos(2x) sin(20)

1217 ctg(20) +tg(20) sin(2a)  cos(2a) _

208. 2(si . " 1+tg(a)-tg(4a) . sin(20) sin(do)

1 2(Sln5a+cosﬁa)+ 1 =2(smza +cos2a)(sin‘a—sin2a-oos2a+cos‘a)+ 1= 8 ( )-tg 1 cos(za)m
=2(sin*a + cos*a —sin%a- cos?a)+ 1 =

1+sin’e- cos’a—sin‘a—cos*a 1+ 3sin’a-cos?a—(sin’x +cos’a)’ 3

=3 (sin“a + cos*a) —(sin*a + cosa) — 2 sin’x - cos?a + 1 = _ 1 ) c08(20) -cos (4a) oL costd) _
=3 (sin*a + cos*a) —(sin*a + 2 sin’a - cos?x + cos*a) + 1 = sin(2#)- cos(2%) cos(2x)- cos(4x)+sin (20)-sin(4a) sin(2a) cos(da—2a)
=3 (sin*a + cos*e) — (sin?a + cos?a)? + 1 =3 (sin*a + cos*a)— 1 + 1 =

=3 (sin*a + cos*a). 205(4) _2cos(e) 2ctg(4a).

= 2sin(20)-cos(2a)  sin (4a)

tga+1gf tga—tgf tga+tgh  tgu-—tgph 2y 1) i .
1209. = =1—toy- tof — 2 2 1 2a)—sin (4a) * cos (20)
tg@+h) 8@—P) tgattgh | tga—tgp | 'E*18A+1+tga-tgh=2. 1218. cos(4a)-tg(2a)—-sin(4a)=( cos” (22) )SZ)(S (:a) =

1—tga-t, 1+tga-t
getgh g2-1gf 2cos® (20) - sin (20) —2'sin (2)-cos® () _ tg (20)= 2tgx
1210. sin% +sin*f+2sina- sinf cos (a+ f)= =  cos(2) tgra—1
=sin’x+sin?f + 2 sina - sinf (cosa - cosf— sina - sinf) =
=sin’a+sin?f—2sin’a - sin?f +2 sina - cosa - sinB- cosf= 1—cos (2 : E) 1—cos? = +sin?=
=(sin*¢~sin’a- sin*p) + (sin?f~ sin’x- sin?f) + 2 sina - cosr - sinf- cosf= 1219 1—cosa _ L 2 2 —sin?2.
=sin’a-cos?f+ 2 sina - cosa - sinf - cosf +sin?B- cos?a = T2 2 2 2
=(sina - cosf + cosa - sinf)? =sin? (x + f). i i
A @+h) 1220, Wskazowka: Patrz rozwiazanie zadania 1219.
1211. cos(4a)+ 8 sin’a -cos?ar=1—~2sin? (2x) + 2sin?(2x) =1. 1221. Wskazowka: Patrz rozwiazanie zadania 1219.
1212. 3+4cos(2a)+cos (42) =3 +4 cos (2a) + 2 cos? (20)— 1 = 2sin - cos= 2t8E
2 2 2

=2[1+2co0s(2a)+cos? (2a)] =2 [1+cos (22)]* =2(1 +2 cos’a— 1) =8 cos*a.

a a a
1222, sina=sin(2-—)=28in—‘008-= = .
2 o o
1 1—tg’a 2 2 sin2§+cosz-2- 1+tgz-2-
2tge  1+tg2

1—tg%a

1213, [1+tga-tg(2e)] ' =

=cos?o—sin%x=cos (2a).

[+tee 1223. Wskazéwka: Patrz rozwiazanie zadania 1222.
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1224.

12285,

1226.

1227.

1228.

1229.
1230.

1231.

1232.

1233,

1234.

1235.

1236.
1237.

256

cosa’

[+4 a o

1+tg— 1—tg— 2f1+tg2=
A oo +g2 g2 <+82) 2
tg| —+ ) +tg|-—3 )= + = =

4 2 o o o
1—tg= 1+tg— 1—tg?—
82 T .2
sine —cos*a + cos?e (sm + cosa) (sin®a — cos?a) + cos? ® sina
2(1—cosa) 2(1—cosa) 2(1 cosa)
1—cos?e 1+cosa N
= = =C08" —~
2(1—cosw) 2
2sina—sin (2az) 2sina— 2 sina - cosa 1-—cosa —ta? o
2sine+sin(2a)  2sina+ 2 sina- cosa 1+cosa & 2

sin? E+cos2 -a—t+cos2 2 _sin22

1 1  cosa 2 2 2 2 a
—tctgo=—4——= =ctg-.
sina sina  sina 2

o a
2 in—- —
s1n2 COS2

sin (3o) = sin (22 + &) =sin (20) - cosa + cos (22t} sina =
=2sina- cos?« +(1 —2 sinx) sina = 2 sina (1 — sin2e) + sina — 2 sin3a =
=3 sine—4sin3x.

Wskazowka: Patrz rozwigzanie zadania 1228.

14cos (2a) +cos (4a) + cos (6a) = [1 + cos (2x)] + [cos (6a) + cos (4a))] =
=2 cos?a + 2 cos (5a) - cose =2 cosa [cos (5a)+cosa] =
=2 cosa - 2 cos (3a) - cos (2) = 4 cosa - cos (2a) - cos (3a).

Wskazéwka: sin (2a) + sin (4a) —sin (6a) = [sin (4a) + sin ()] —sin [2 - (3a)].
4
Wskazowka: Zamien sume sin <a + ;) +sina na iloczyn.

§in (250° + ) - cos (200° — &) — c0s 240° - c0s (220° — 20) =
1 1
=3 [sin450° + sin (50° + 2a)] +5cos [270°—(50° + 2a)] =

1 1
=§ [1+sin(50° + 20))—sin (50° + 20)] = 7

Wskazowka: Zamien na iloczyny sumy: sin (4a)+sin (2a) i cos (4a)+ cos (2a).

sin (2a) — sin (3a) + sin (52) _sin(2a)+ 2 cos (4a)- sina _
1+cosx—2sin?(2a)  cosa+cos(da)

_ 2sina(cosx +cos (4a))
"~ cosa+cos(da)

=2sina.

Wskazowka: Zamiesi sume po prawej stronie tozsamosci na iloczyn.

Wskazowka: Zamien réznice po prawej stronie tozsamosci na iloczyn.

1238. Wskazéwka: Zamien sume¢ po prawej stronie tozsamosci na iloczyn.
1239. Wskazéwka: Zamien roznice po prawej stronie tozsamosci na iloczyn.
2a+28 20—28
- coS
2 2

1
1240. oos(a+ﬁ)-cos(a—ﬂ)=%-2cos =-2-[cos(2a)+cos(2[i)]=

%(2 cos2a— 1+ 1 —2sin?f)=cos?a—sin?p.

1241, sin(x— B)+sin (x—y)+sin (B—7)=[sin (x— f)+sin (B—7)] +sin (e —7)=

- —28+ - -7
=2sina—27-cosa ,f ?+2s1n 27005__2___
«—2p+ a—y a—p oy B-v
—2s1ni-2—z[ -—zﬁ-—z+cos 2] 4cos-—2—s1n——2—cos )

1242, sin*(@+B+y+8)—sin?(x—p+y—9)= '
=[sin(a+B+y+0)+sin(a—f+y—95)] [sin(a+ﬂ+y+5)—s1n(_a—[i+y—6)]=
=2sin{a+7) cos (B +8)-2cos(a+7) sin (B +8)=sin (2x +2y)sin (28 +25).

i %
1243, 1g(30)—tg(20)— tga_—“f—(@—fm—“—gf(—)—

cos(3x) cosa cos(2a)
sm(3¢) cosa—cos (3a) - sina sm(2a) sin(3x—a) sin(2a)
cos(3a)- cosa cos(2a) cos(3a) cosa cos(2a) p
un(Za) cos (2a) —sin (2o} - cos (3a) - cosax sm(2a) [cos (20)—cos (3x)* cosa]
cosa - cos (2a) - cos (3a) cosa - cos (20) - cos (3)

cos(20)—~ % [cos (4a)+ cos (2a)]

=tg(22)- e ~tg(20)-

3 [cos (20)—cos (49)]

cosa - cos (3a)

l2sin(3az)-sin¢:z
= — =tga-tg(20)- tg (3.
tg(2%) cosa-cos (3a) B 8 (20) - tg(
1—cos(22) 1- 1+2sin% =tea
1+cos(2a) 1+2cos?x—1

tg?75°= I—OOLSO- 7+4f Wobec tego tg75° = ,/7+4\/§.

1+4cos150°
1245. Poniewaz sin36° =cos 54°, wigc sin(2- 18°)=cos (3 18°)
a tym samym 25in18° - cos18° =4 cos*18°—3 cos18°.
Stad i z nierdwnoéci cos18°>0 wynika, e 2sin18°= =4cos?18°-3,
czyli 4sin*18° +25in18°—1=0.

J5-1

Wykorzystujac te rownosé i fakt, ze sin18°>0 otrzymujemy sin18° ==

17 — Zbior zadath



1246 25in6°+sin12° 2sin6°+2sin6°-cos6° 1+c0s6° 1+cos?3°—sin?3° 2n . ¢m 4n . m 2 b . n
25in6°—sin12°  2sin6°—2sin6°-c0s6" 1—cos6° 1—cos?3° 4 sm2F 2008 sing 42005 st H 20057 S
2c0823° - T -
S s T 230 in
2sin23° Ctg 3. 281[17
. o o . o o . . . M 1 5 i in
1247 1+5in8°—cos8° 1+2sin4°-cos4 —1+Zsm24°_2sm4°(cos4°+sm4°) & sins_n_sinf+ i s——"——sing?-+smz7g—mn—7— sing—sing
1+sin8° + cos8° 1+2sin4°-cos4°+200s24°—1_200s4°(sin4°+cos4°)_tg ) - ! ! ! = - 2
n .
in— 2sin—
1—cosa 1-c0875° _1—cos (45°+30°) 2sin7 7

. Zatem tg37°30'=

1248. Wiadomo, ze tg—= — =
2 sin75°  sin(45°+30°)
_1-(cos45°- 008 30°—sin45°-5in30°) 4—./6+./2

sind5*-cos30° +cosdS s’ | Jo4 /2 =/6+/3-/2-2.

sina
1257. Wskazowka: Wykaz, 7e obie strony rownosci sa rowne 0.

1
1258. Poniewaz tga+ ctga =2, wi¢c tga+t—g;=2. Stad tga=1.
1249, 5in70° —c0s40° =3in 70° —sin 50° = 2 cos 60° * sin 10° = sin 10°, 1
Wobec tego tga+ctgla=tgla+——=1+1=2.
c081°—cos3° —2sin2°-sin(—1)° g0 '8 tgta
1 * ein 20 g0 P =t32°.
sin3°—~sint 2c0s2°-sinl°®

1259, x?+y? 422 =r?sin?a- cos’f+r? sin’a-sin?f +r? cos’a= r? (sina +cos?e)=r>.
8in2°+8in4° +sin6° +sin §° _ (sin8° +sin2°) +(sin 6° + sin4°)

1251. = =
©€082° +c084° +c086° +¢0s8°  (C086°+€082°)+(c086° + c034°)

1260, Jeslti 270° <a <360°, to 1 +sina>01i 1 —sina>0.

_ 2sin5°-c083°+2sin5°-cos1°  2sin5°(cos3°+cos1) o bec 1+sina 1—sina_1+sina-—l+sina= 2sina o
2cosS°-cos3°+200s5°-cos1°_200s5°(oos3°+cosl°)—tgs' Wobec tegor 1-—sina 1+ sina /1 —sin%a Jcos?a

1252, sin87° —sin59° —sin93° +sin61° =sin61° —sin 59° — (sin93° — sin87°) = Poniewaz 270° << 360°, wigc cosa>0. _

=2¢0560°-sin1°—2c0890° - sin 3% =sin1°, Stad \/—co?&=cosa. @

: o : o : o s . . i 1 ina l—sina
1253, 5in47° +5sin61°—sin11°—sin25° =23in 54°- cos 7°—2 sin18° - cos 7° = Z (1) i (2) i rownosci -sm;a=tga Wynika,i’\/+s- Tf 1 +si =2tgo.

=2c087° (sin 54° —sin18°)=4c0s7° - cos 36° - sin 18° = cosa 1—sina +sin

=4sin18°-cos18°-cos36° cos7°=2sin36°-oos36°_ s7°=sm72°-cos7°=cos7° 1261. PoniewaZ rownosé sin"x +cos"x=1 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej

cos18° cos18° cos18° : ,, n - NNAUNNAS
x, to i dla x=—. Zatem sin"=+cos"—=1, czyli -5 + 5 =1. Stad n=2.

1254, cos?10° —cos250° —c0s270° =2 c0s 50° - cos 70° <> 4 4 4

<>¢05210°—(c0s 70° +c08 50°)> =0 <>

210° o 3

<> 005210° — (2.0560° +c0510°)2 =0 = 0=0. 1262, Podstawinjac ¥=7, x=2.i x=3 otrzymujemy:
1255. Latwo sprawdzié, ze 2 cosa sinfi=sin (x+ f)~sin (@ — B). 3 3

Wobec tego: sin-- +2 0052 sin- " sin-"- + sin” —sin"-< 1 a+§b=0ib=0i—2—a-—‘é——c=o. Stad a=b=c=0.

8O- Sin%a 7 SO Sty e =1
sing sinf siny sina-sinf-siny
. 2 4 =toa-tegh- Rt e A Wt A L4
o i . 28m7(cos—7-n+cos7n+cos-6$-> 1263. tgx+tgf+tgy=tga-tgh tgv:cosa+cosp+cosy cosa- cosf - cosy
1256, C08—+008—-+cos—-= = = sina - cos - cosy +cosaL - sinf - cosy +cosa - cosf - siny —sina - sinf - siny =0~
2sins = sin(x+ B)- cosy+cos(a+ f)-siny=0=>sin(a+f+y)=0=
7 —>a+B+y=k180° i ke C.
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1264. ;’ox:iiewai a+B+y=180° wigc a+ f=180°—-y.
tad, wobec zalozenia cosa - cosf- cos
y#0, mamy t =—
s y tg(x+p)= —tgy,
czyli —————=
1—tga-tgh

1265. Wskazéwka: Patrz rozwiaza%i? zadania 1264.

—tgy. Zatem tga+tgf+tgy =tga-tgh-tgy.

n
Zak ;

ozenie cosx-cosf-cosy#0 gwarantuje istnieni j j
rownosci tangenséw. Wobec tego: : e Tsieptiteyeh W podanej
tgo-tgf +tgf-tgy +tga-tgy=tgu-tgh- +tgy (tga+tgh)=

=tgo- tgB+ctg (a+ ) (tge + tgf) =tga- tgf+ — 2* ‘88
tga+tgp

1266. Poniewaz o+ f+y=—, wiec y=§—(¢+ﬁ).

“(tga+tgh)=1.

1267. tga +tg(2a) =tg (3a) = sina  sin(2) _sin(3e)
cosx ' cos(2a) cos(3a)

- sing - cos (2) + sin (2%) - cosa _sin(3a) sin (3a) sin (3a)
cosa - cos (20) " cos (3%) cosx-cos(2a) = cos (3a)

- sin (3¢) [cos (3a) — cosa - cos (2a)]
cosa - cos (20) - cos (3) =0=

- sin (3a) [cosa - cos (2a) + sina  sin (2) — cosa - cos (22)]
cosa- cos (2a)- cos (3a) =0=
sino - sin (2«r) - sin (3a)
cosa - cos (2a) - cos (3)

=0 = tga - tg(2¢) tg (30) =0.

1268. Zauwazmy, ze:
cos(y+z)+cos(z+x)+cos(x+y)=cos(x+y+z-x)+cos(x+y+z—y)+
Icosgx‘-::y+z)-—z)=cos(x+y+z)-cosx+sin(x+y+z)-sinx+

cos(x+y+2)-cosy+sin(x+y+z)-siny+cos(x .
+sin(x+y+z)- sinz= Y Brtyea) coss+

=(smx+siny+sinz)-sin(x+y+z)+(cosx+cosy+cosz)-cos(x+y+z). 1)
Poniewas smfc+smy+s1nz=a . COSX +cosy+cosz _ )

' _ sin(x+y+2) cos(x+yt+z) W

sinx +siny+sinz=gasin(x+y+z) i €osx +co8y +cosz=acos(x +y +z). (b))

Z il).i 22() otrzymujemy: (z:os (y+2)+cos(z+x)+cos(x+y)=
=asin®*(x+y+ =a(si
Zasin’(x y+2z)+acos® (x+y+z)=a[sin? (x+y+2)+cos? (x + y+z)] =

1269. Wskazoéwka: Wykaz, ze tg(x+2y)=1.

1270. sin' (3x)_cos (3x)= sin (3x) - cosx —cos (3x)-sinx sin(3x—x) sin (2x)
sinx  cosx sinx - cosx =sinx-cosx=sinx-eosx=2'
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J1+sina+/1—sinx (/1+sina+/1—sina)’?

1271. = =
ST +sine—./1—sina (. 1+ sina—+/1—sina)(\/1+sine+/1 —sina)

242, /1—sin’a_1+./cos’a _1+cosal

2sina sina sina

Ale skoro 90° <a < 180°, to cosa <0. Zatem:

sin25 + coste— coso+ sinzE
J/1+sina+,/1—sine 1—cosa 2 2 2 2—tga
= - E,

J1+sina—/1=sina ~ Sine mn;_,m;

1272. Wystarczy pokazaé, ¢ przy podanych zalozeniach 2sin (2a)- cos (20)=cos(2f),
czyli 4sina- cosa(1—2sin’a)=1 —2sin2p.
Poniewaz ctga =3, wigc cosa=3sina. 1)
Stad i ze wzoru sina+cos’a= 1, otrzymujemy sin2¢=0,1. ()
Wykorzystujac zalozenie ctgf=7 i rozumujac podobnie stwierdzamy, Ze
sin?f=0,02. 0)
Z (1), (2) i (3) wynika, ze 4sina-cosx

(1—2sin%a)=0,96 i 1—2sin>f=0,96.

. 1 1 cos*ax sin’x
1273. sin~2a+cos” 2a+tg la+ctgia=——+—+— =
sin?a  cos2a sin?a  cos’a

cosZa +sin?u+cos*a+sine 1+ (sin%x+cos?a)’—2sin’a- cos’a

sin2¢ - cos®a

sinZa - cos?a

8—8sin’x-cos?a §—2sin*(2a) 8 —2sin?(20) 8
= = . Zal 72T 77, Stad sin?(2e)=—.
dsin’a-cos’a s’ (2%) sin? (2%) ad sin*(2)=3

1274. Prawdziwe sg implikacje: 3 sinf=sin(2x+ ) =
=:o3sinﬁ=23ina-cosa-cosﬁ+(1—23in’a)-sinﬂ=>
= sinf=sina - (cosa - cosp—sina - sinf) = sina- cosa cosp=sinf- (1 +sin’e) =
= sina - cosa - cosf =sin - (2 sina + cos’e) = 2 sina - cosa- cosf—2 sin’a-sinf=
=sina-cosa-cosﬂ+cos’a-sinﬁ=>2sina-cos(a+ﬂ)=cosa-sin(a+B).

Stad i z zalozef cosa#0 i cos (x+ ) #0 wynika, ze tg(a+p)=21gx.

1275. Dowod przeprowadzimy za pomocs zasady indukcji matematycznej, 0znaczajac
przez L lewa, a przez P prawa strong dowodzonej rownosci.

. 2sinzc—-cosf
... x sinx 2 2 x
Jmh n=l’ to L=ws§’ P= x= X =COSE. Zatem L=P.
23in§ 2sin-2-
Zakladamy, z¢ dla ne N: cos;-cos-;—z-,,,-co%=_iﬁ“%.
2"sin5;
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1276. Dowé i
owdd przeprowadzimy za pomocs zasady indukcji matematycznej, 0znaczajac

262

Wykazem ,ie:cof L x sinx
Y. 82 00822 (:()82'| cosF_l= ~

+1
2» smznﬂ

Zauwazmy, zc: X XX x sinx x
Yy cosz 00522 o COSF 0082"—+‘ = 005—:? =
2" sini z
. 2"
= sinx x sinx
X X co 2.9 =
2"-2sin * CO§— mtig . X
2:2" cos2- 2» 2 smzuu

przez L lews, a przez P prawg strong dowodzonej réwnosci.

. X
N sin—-sinx
Jesli n=1, to L=sinx, P= =sinx. Zatem L=P
. X I
sin—
)
. sin—nf . sin(n+ Dx
Zakladamy, ze sinx +sin (2x) +... +sin (nx) = ;

sin—
2

Wykazemy, e sinx + sin (2x) +... + sin (nx) +sin ((n+1)x]=
sin(n +hx sin(n +2)x

_ 2 2
. X
sin—
2
Zauwazmy, ze: sinx +sin (2x) +... + sin (nx)+sin[(n+1)x]=
. (m+D)x
sin
_ . nx 2 )
—smi-—T+sm [(m+1)x]=
sin—
2
sin?-sin(n +21)x 2sin(n +21)x-ocs(n+ 1)x-sin-Jf
= o + 2 2=
smi sinf
.+ l)x[ nx x
sin————| sin— in—- Z3
) 7 | n2+2sm2 cos(2+5)]
. X -
sm_
2

1279. Zauwazmy, Ze:

1280. Poniewaz tgx=2tgy, wiec ——=

sin(—nil—)f(sinE 2sins- coge- cose—2 sinZe- sinzx—>
S\t T 2"2)
= —~ =
smi
sin("+21)x[smf2’-‘-<1—2sin1’§‘>+sinxoos3;—]
= —~ J_
sinz
sin(n+l)x(sinn—x~'cosx+sinx'cosg) smwsm(gﬂc)
2 2 2 2 2
= — = ~ =
smi sxni
sin(n+ )x sin(”+2) x
B 2
= —
sin

1277. Zauwazmy, zc: sin(2a)=sin(2ﬁ)¢>sin(2a)—sin(2ﬂ)=0¢>cos(a+ﬁ)-cos(a—ﬂ)=0.

Ostatnia réwnoéé jest prawdziwa, gdyz z zalozenia tgz-tgf=1 wynika, Ze
sina - sinf =cosa - cosp, skad cos(x+p)=0.

2

3
1278. Wskazowka: 18 sinia- sin§= -9 (-2sin3—“~ sin;) = —9[cos(24)—cosa].

. sin(10a) +sin (4a) —sin (6%) _
14cos(20)—2sin*(da)
_2sin (7a)- cos (3a)—2sin (3a) - cos (3a) _ 2c08 (3«) [sin (7o) —sin (3a)] _
B cos (2a) + cos (8a) =T cos@a)+cos(®)

2 . -sin (2o
o (30): 2005 (59) -sin (2) _ 2sin (20) =4 sina cosa =2 [1 —(sina —cosa)?].
2 cos (5a)- cos (32)
Stad i z zaloZenia sina—cosa=a wynika prawdziwos¢ podanego twierdzenia.

sinx 2siny . .
, @ tym samym sinx cosy=2cosx siny.

cosx  COSy
Zatem —;—[sin(x+y)+sin(x—y)]=sin(x+y)—sin(x—y).
Stad sin(x +y)=3sin(x—).

1281. Poniewaz sina+sinf=a i cosa+cosp=b, wiec (sinx+sinp)(cosa + cosf)=ab.

Stad sina cosa+sin(x+ B)+sinp cosf=ab,
czyli sin (2%) + 2 sin («+ B)+ sin (28)=2ab,
a tym samym 2sin (a+ B) cos («— B) + 2sin (« + f)=2ab. 1)
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1282,

1283.

Wykorzystujac ponownie zalozenie stwierdzamy, ze
sin’a + 2 sina - sinf +sin?f=a? i cos*a+2cosa- cosp+cos?f=b2
@ +b%-2

Zatem cos(x— f)= 3

@

ab
Z (1) i (2) wynika, ze sin(a+B)=m.

« ; P cosa%ﬂ+ siny. 1)
Poniewaz a+ f+y=180°, wigc y= 180°—(ax + B). @

L at+f B

Z (1) i (2) wynika, ze sina +sinf + siny =2 gin—- 35— sin (x4 f) =

2 2
a2 tB  a—f _  a+p a+f _  a+p/ a+p a—f
—Zsm—z— cosT+2smT cosT—Zsm 3 cos 3 +cosT

sina +sinf + siny =2 sin

Loe+f  a B . Y a B a B v
=4sin—- cos— coso =4 90°—~ . =4 . . .
4sin 5 cos 3 cos2 sm( 2)oos— oos-2 cos—2 COS—* CO8~
Przy zalozeniu, e a+ f+y=180° mamy:

+8  a— .a+f  a+p

. . . . %
sinz+sinf—siny =2 smT oosT -2 san cosT =

=2sin%g(cos#—cosa;—ﬂ)=—4sina+ﬂ°si % si (-ﬂ)=

—asin{90° " Vsin®- cinPog i . B ¥
—-4sm<90 2)sm—z- sm2—4sm2 sm2 cosi 1)

Z zadania 1282 wiemy, ze jesli a+f+y= 180°, to

sina +sinf +siny =4 cos; . cosg . cos%. (93]

Z (1) i (2) oraz z zalozenia cos; cosg . cos%aéo wynika prawdziwos¢ dowodzonego

twierdzenia.

1284. Przy zalozeniu, ze a+ f+y=180° mamy:

264

1 11 1
sin®x+sin?f+sinZy = -5(1—2 sin’a)+§—5(1—2sin‘ﬂ)+5+sin’(a+ﬂ)=

11 11
o ——— - — — 2 =
3 2cos(2az)+2 2cos(2[l)+1 cos* (a+ )

=2—%—[cos(2a)+cos(2ﬂ)]—cos’(a+ﬂ)=2—-cos(a+ﬁ)cos(a—ﬂ)—cos’(a+ﬂ)=
=2—cos(a+ f) [cos (x— ) +cos (x+ f)] =
=2—cos(180°—y)2wsa-cos(—ﬂ)=2+200sa'cosﬁ-oosy.

. Wskazowka: Patrz rozwigzanie zadania 1284,

Dowod przeprowadzimy za pomoca zasady indul.ccj'i mat’ex?latycznej,
1 przez L lewa, a przez P prawg strong dowodzonej rownosci.
X 3x ) X
s——cos— 2sinx-sin-
z 2 2 =sinx. Zatem L=P.

Jeglin=1, to L=sinx, P= x %
2 sini 2 smi

o3

2 'nx
si 3

‘Zakladamy, 7 sinx +sin (2x)+ ...+ sin (nx)=

oznaczajac

o))

. . : i +1)x]=
Wykazemy, 2 sinx+8in (2x)+ . +sin (1x)+sin [(n ) ) sin;

Zauwazmy, ze: sinx +sin (2x)+ ... +sin (nx) + sin[(n+1)x]=

1
]

X
2sm§
x 1 x]+zsinfsin[(n+l)x]
OOSE—COS[('!+2> 2 .
= X
2sm-2—

cos;-—oos[(n+%) x]+2 singsin [(n+1)x]

Wystarczy wicc pokazat, ¢

el

2sin>
0y

2sin
smi )
Przeksztalcamy réwnos¢ przy zalozeniu, ze sm-z-#O:

x 3) ]
L X x 4
cosg--cos[(n+§>x]+2m-;sm[(n+1)x] =oosx2 cos[(n 3 x .

2m€ 2siny
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<> cos —cos nx+x +25inxsin( =cos> 3
3 2 3 nx+x)—cosi—cos nx+§x <>
L X, x 3
92smism(nx+x)=cos(nx+5)—cos(nx+-2-x>¢.
X, . X,
¢>2sm531n(nx+x)=2 smism(nx+x).

1287. Latwo sprawdzié prawdziwosé podanego twierdzenia dla n=1.

Zakladamy, 3¢ cosx +cos (3x)+... +cos [@n—1)x]= sin (2nx).

Wykazemy, e cosx +cos (3x)+...+cos[(2n—1) x] +cos [@Rn+1)x])=

_sin[2(n+1)x]
T 2sinx
Zauwazmy, Ze: cosx +¢08 (3x)+... + cos [@n—1)x]+cos[(2n+1)x]=
=sin(.2nx)+‘:os [@n+1)x] =sin(2nx)+2 simf-cos [@n+ l)x]=
2sinx 2sinx
_ sin (2nx) + sin [2(n+ 1) x] ~sin (2nx) _sin[2(n+1)x]
2sinx © 2sinx

1288, cosa=0,8, tga:%, ctga=i

.5 5 12
1289, sing=—, tga=——, =-_,
=1y 8= Ty er=

4

3
1290. sina= -3 cosa=§, ctgoa= —

10 i
1291. ———. Wskazéwka: Podziel licznik i mianownik ulamka -0 08

cosa— 3 sina
1292. Z treici zadania wiemy, ze 3 sina=(1 —cosa).
Wiadomo takze,

. . 12 5
otrzymujemy s1na=l—§ icosa= T lub sina=01i cosg=1.
12
Zatem tga= 3 lub tga=0.

1293. 47.

L 1
1294, Poniewaz sina +cosa=5, wiec (sina+cosa)2=%, a tym samym

. . 1
sm2a+2sma-cosaz+cos2a=§, czyli l+2sina-cosa=1.

Stad sina - cosa = —;.
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przez cosa.

% sin’a+cos’a=1. Rozwigzujac uklad powyzszych réwnad

1295.

1296.

1297.

1298.

1299.

1300.
1301.

1302,

1303.

1304.

9

4
.. _ ﬁ
Z rozwigzania zadania 1294 wiemy, ze sina - cosa = — 5

Stad 2sina-cosaz=-—-§-. Odejmujac stronami powyzsza rownoéé od rownosci
17

o . 1, Y
sina +cos?a=1 stwierdzamy, e sin’a— 2 sina- cosx +c0s"a = CZy
, 17
(sina — cosa) =10
7. _Jm
Stad sina-cosa:—?-’—lub sino — COs® = =5

. . 2
13 Wskazowka: sin’a+ cos’a=(sina +cosa) (sin®a— sina - cosa + cos*a)
27
=(sina + cosa) (1 —sina- cosa).
. -
pid Wskazéwka: sin*a +cosa=(sin?a+ cos’a)’ +2 sin%a- cos?a=
81’

=1—2(sina- cosa)’.
1

5.
tga=1itgf=2lub tga=2 itgf=1.
1.

tg(a+ p)+tgy
1. Wskazowka: tg(a+f+7) =-l—:—tg—(t-!—w.
.tgf=2<>tga+tgh=1—1tga-tgh.
tgh)=2 <> 1 +tgu+1gh+tgx-tgh . .
(l:‘;:g;;)n(llyteg:);, 2¢ jezeli prawdziwa jest ostatnia rbwr.\oﬁé, to tga tgﬁ (;;tl,:zGdZ:,);
t Z-tgﬁ:l i tga+tgf=1—tga-tgh, to tga-tgh= 1'1 'tga+tgﬁt=m. N liczyt‘; -
kgoniunkcja jest sprzeczna, gdyz roéwno$é tga-tgf= l_swmd.czy o’ ym, A
i tgf sa tego samego znaku, a suma takich liczb nie moze llipéyc m._tga«tgp
zatem obie strony rownosci tga+tgh=1 —tga-tgf podzieli¢ p !
tgr +18h i rownost tg(a-+ B)=1, skad a+ B=—+kn,

j §6 —— =1, czyli rOWnosc tg(a , 2
otrzymujac rownosc 1—tgatef ‘czy
gdzie keC. |
Poniewaz (ctgx, ctgy, ctgz) jest ciagiem arytmetycznim, wigc |

=2 ==—(x+2). W takim razie

ctgy —ctgx =ctgz —Cigy. Ale x+y+z—2, zatem y 5 (x+2)

tg(x+z)-ctgx=ctgz-—tg(x+z), czyli 1
2sin(x+z)_sin(x+z)' M
cos(x+z)—sinx'sinz
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Z zalozenia wynika, ze 0<x+z<§ Zatem sin (x +2)#0.

Stad i z (1) otrzymujemy cos (x+2)=2sinx - sinz, czyli
COSXx - o8z = 3sinx - sinz. (3}

Poniewaz x, ze R, i0<x+z<§, wic sinx- sinz 0, G)

Z (2) i (3) otrzymujemy ctgx- ctgz=3,

tga—t| 3
1308. Poniewai'a—p=g, wige t8(¢—ﬁ)=tg£,cz li ga—tgf _{_

1+tga-tgf 3
, . - . ¥-3= f3
Stad i z réwnoéci 3*=tga oraz 3 *=tgf wynika, 26 ———— 33 —3—

Rozwigzujac ostatnie réwnanie otrzymujemy x =,

1306. sin (2)= —0,96, cos (2)=0,28.

6sina+ 5 cosa
1307. Poniewas =2, wiec 6si . .
307. Poniewaz _——4sina+cosa 2, wigc 6sina+ 5 cosa 8sma+2cosa, czyli
2sina=3 cosa. Stad tga= 3 Wobec tego cos(2a)= tgza_ >
actgn=s. 8 “l+igha 13
tgo 3
1308. Poniewaz tga=3, wiec tg(2a)——m———1cos(2a)¢0 (1)

2sin (22)~ 3 cos (22)

4sin (20) + 5005 (2a) ©
. 28in(20)~3cos(2)  1g(2)-3

Dzielac licznik i mianownik utamka rzez cos (2a)

twierdzamy, ,
Iz, 2 4 in(22)+ 5003 0a)~ 18 (28] 73 @

. .. 28in(2%)— 3 cos (2a) 9

Z(1)iQ ik —_— D

i@ wyn e @2+ Scos2n)” 4
1309. 5 Wskazéwka: Oblicz tg 78 nastepnie zastosuj wzér sina = .
o
1+th 5

1
1310. tg;=2 lub tgg=§. Wskazéwka: Wykorzystaj wzory udowodnione w zadaniach
1222 1223,

o

7
1311. Przypusémy, ze tg27° <cos27°, czyli, ze si? ————<C0827°.

Poniewaz c0327°> 0, wiec prawda jest, ze:
in27°
:‘T27°< €0827° <> 3in27° < c08227° <> 5in 27° < 1 — 5in227° <> 5in?27° +8in27°<1.
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. aro 1}

Ostatnia nier6wnos$¢ jest prawdziwa, gdyz sin27° <sin 30 =2
113 o o
zatem sin227°+sin27°<z+5=z<l. Wobec tego tg27° <cos27°.

1312. 4+ 4sinx > cos?x <> sin®x+4sinx +320<> (sinx =z i 2% +4z+‘3.>0)e
<>(sinx< —3 lub sinx > ~1). Ostatnia alternatywa jest prawdziwa.

1313. Wykorzystujac nierownosé Schwarza dla liczb a, =sin®x, a,=cos?x, b, =sinx,
" by =cosx otrzymujemy .
|sin®x +cos®x| < /sin*x + cos*x - \ /sinx + cos?x, czyli

. . 4
Isin®x +cos3x| < . /sin*x +cos*x.
1

1 = gl@
1314. (sin’x+2cos’x) ' <1 sm 2 + coSix + O x

1—1—cos’x cosZx
<>
1+cos>x . l+cos®x
Ostatnia nierd6wnosé jest prawdziwa.

- 2 4—4cos®(xy) 20
1315. x> —4xcos (xy)+42>0<> x2 —4x cos(xy)+4 cos? (xy) + : .
< [x 2 cos (xy)]? +4sin? (xy) > 0. Ostatnia nierdwnosé jest prawdziwa dla x, ye R.

1316. Zauwazmy, ze: sin’x +sin?y > sinx- sin).'+sinx +siny—1<>
<> (sinx—siny)? > —sinx-siny+sinx+smy—lo' . _ ‘
<> (sinx —siny)? ;(l —siny)(sinx—1). Ostatnia meréwn9§é Jofst praydpwa, gdyz
dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y: (sinx —siny)? > 01 1 —siny >0, i sinx— 1 <0.

1317. Zakladajac, ze x jest dowolna liczbg rzeczywistg \n.dOV{odnlmy, z tw:eriizeme jest
prawdziwe dla dowolnego naturalnego n, pos{u.guJ.Qc si zasa-.dq indukcji matema-
tycznej. Latwo sprawdzi¢ prawdziwoé¢ podanej nieréwnoéci dla n= 1.
Pokazemy, ze jesli [sin (nx)| <n|sinx], to [sin [ (n+ 1) x] | <(n+1)|sinx].
Zauwazmy, ze: [sin [ (n+ 1) x] |=|sin (nx + x}|=
=/|sin (nx)- cosx + cos (nx) - sinx | < _
<|sin(nx)| - cos x|+ |cos (nx)| - Isinx] <| sin (nx)| +|sinx | <
< n}sinx|+|sinx|=(n+ 1) |sinx|.

R 1
1318. sin3x - cosx —cos3x - sinx <Z¢>

1 1
< —sinx cosx(oos’x—sin’x)szé sin (2x) - cos (2x) > —-2-¢sm(4x)> -L

Nieréwnoéé sin (4x)> — 1 prawdziwa jest dla kz_zzdej liczby rzeczywistej, gdyz
zbiorem wartosci funkcji y=sin (4x) jest przedziat (—1; 1).

3 .7 T
sinx+sin(12—t— ) <5el23mz-oos<x—§)

32

e X

<—>

2

3
1319. —% <sinx+cosx<§e

o ons(x-2)

L—=<>

22
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Poniewaz zbiorem wartosci funkcji y=

cos(x-;) jazpmdﬁa1<m1>i§‘{—i>1,

wigc ostatnia nierOwnosé jest prawdziwa dla dowolnego xeR.

1320. Aby udowodnié¢ nieréwnosé: sin®a +cos®x < 1 wystarczy wykazaé, ze:
sin®x + cos’a—(sin%a + cos?a) <0, czyli udowodnié, ze:
sin?« (sina — 1)+ cos?a (cose — 1) < 0.
Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdyz z zatozenia 0° <o <90° wynika, ze:
sin?a (sina— 1) <0 i cos?a (cosx— 1) <O0.

1321. Jesli ae(O; ;) to sina>0 i cosa>0. Zatem:
. sine | . .
tga>smae&—°;;>smaeslna>s1na-cosae 1> cosa.

Ostatnia nier6wnosé jest prawdziwa dla ae((), g)

1322. Wykorzystujac nierownoé¢ migdzy érednig arytmetyczng i geometryczng dla liczb

tgx +ctg?

tg2x i ctg®x mamy: g_x-;ﬂ =/tg?x-ctg?x, czyli tg?x +ctg?x>2.

1323. Z zadania 1266 wiemy, e przy podanych zalozeniach:
tgo-tgf+tgf-tgy+tga-tgy=1. 1)
Poniewaz (tga—tgf)* +(tgf — tgy)* +(tgx — tgy)* >0, wiec

© 2tg%a+2tg%f+2tg2y—2tgu- tgf— 2 tgh- tgy—2tga- tgy >0,
a wigc tg’a+1g?f+tg?y > tga- tgf+tgh- tgy+ tga-tgy. Q@
Z (1) i (2) wynika, e tg’a+1g2f+tg2y>1.

2y
1324. Latwo sprawdzié, ze prawdziwa jest tozsamosé ctg (2x)=ct2g‘:gx 1. Aby wiec udo-
1

wodni¢ podane twierdzenie wystarczy wykazaé, ze dla xe< 4 1—2[) prawdziwa jest
2
ctng—l (ctg;—c— )
, czyli nieréwno§é ~—-—2_>0,
2ctg z 2ctg X
_ 2 2
Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa w zadanym zbiorze.

. oo X
nieréwnosé ctgi >1+

-t

2t
1325, tg(22)> 2tgr o f:; >2tga.
o

Jezeli ae<0; g), to 0<tga<1,atym samym 2 tga>0i 1 —tg2x>0. Oznacza to, ze:

1
tS(2G)>2t8ael tg2a> le1>1 —tgzqotg2a>0,cojwtprawdadlaxe(o;E),
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1 1
1326. Przy podanych zatozeniach mamy: sin ™ *x+cos ™ *x= sin*x | costx

. 1- l sin?(2x)
cosx +sin®x  (sin?x+cos?x)> —2sin’x - cos’x _ 2 _
= sin®x - cos*x = sin*x - cos*x sin®x - cos*x
16—8sin*(2x) 8 [2—sin?(2x)] =8 [t -I:c:)s’ 2x)] > ‘8 8,
sin*(2x)  sin*(2x) sin* (2x) sin* (2x)

H 2
1327. Zauwazmy, 7e: |tgx +ctgx| > |sinx +cosx} <> (tgx +ctgx)? > (sinx + cosx)* <>
sin® (2x) +sin? (2x)—4< 0
>1+sin(2x)<> — x
sinZ (2x) sin? (2x) o i ki ysin ()
Ostatnia nieréwno$¢ jest prawdziwa, bo najwicksza wartoscia funkeyt y

<>

. n .
jest 1, wigc A sin® (2x)+sin?(2x) -4 <0, a jezeli x#k 3 gdzie ke C, to
’ xeR

sin? (2x)>0.

i <sina +sinf +siny <>
1328. sin(x+p+7) ' e ““5<2sin°‘+ﬂ.
esin(az+ﬁ+y)—siny<sina+smﬁ¢2cos———-2—— sin—— -

a—p
- oS ——.

2
), wi a+h = '——a+p>0.Zatemda.nej
Pomewdmpe(m5>,.wxw0§7<§,atymAsa_mymsm 7> ;

¢+ﬂ+2?<cosa'2'ﬁ

i nost “ktéra latwo
e e s ’
nieréwnoéci rownowazna jest nieréwnosé cos——

isin 27 By ia nierowno$é jest prawdziwa,
doprowadzi¢ do postaci sin T- cos 5 > 0. Ostatnia nier §

v +7
z ot Eﬂ z tooznacza,iesina——>0
bojeizlia,ﬂ,ye(o,i),t00<—2—<-ixo< 3 <2,a 3

+
icosez—y->0.

1329. Wskazowka: Wykres funkcji y= —sinx jest obrazem wykresu funkgji y=sinx
w symetrii osiowej, ktorej osia jest of x.
1330. Wskazowka: Wykres funkcji y=sinx+3 jest obrazem wykresu funkcji y=sinx

w translacji o wektor w=[0, 3].

1331. Wskazowka: wykres funkcji y=sinx—3 jest obrazem wykresu funkcji y=sinx

w translacji o wektor w=[0, —3].

2n



1336. Rys. 78. Wskazowka: Wykres funkcji y=sin(2x) jest obrazem wykresu funkdji

1332. Wskazoéwka: Wykres funkgji y=sin (x .,.Z;.) jest obrazem wykresu funkji y=sinx
y=sinx w powinowactwie prostokatnym o osi y i skali 7

w translacji o wektor W=[—§, ol

1333. Wskazéwka: Wykres funkcji y=sin (x—-;) jest obrazem wykresu funkcji
y=sinx w translacji o wektor w= g, 0]. g
1334 Rys._ 76. Wska.zéwka: Wykres fm;kcji y=2sinx jest obrazem wykresu funkcji /\ /\ T /\
y=sinx w powinowactwie prostokatnym o osi x i skali 2. o7 - 3n v -7 0 %’\/‘n %ﬂ\/IZﬂ T
S )
y‘} " Rys. 78 o
24

X, . .
1337. Rys. 79. Wskazdéwka: Wykres funkgji y= sinz jest obrazem wykresu funkcji y =sinx

w powinowactwie prostokatnym o osi y i skali 2.

_9. 3 _ + ¢ >
2m s 18 _T?' 0 g T %" o
yA
-ZT
1_‘_
Rys. 76
4 d 4 ! Il ] [l { -
- N S 27 N S T SR TR
. ok
5 S S
1335. Rys. 77. Wskazowka: Wykres funkcji y=7sinx Jest obrazem wykresu funkcji Rys. 79.

y=sinx w powinowactwie prostokatnym o osi x i skali %
1338. Rys. 80.

3

71'
M‘n’

xV

it
xYy

Rys. 80.

Rys. 77
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1339. Jezeli x>0, to y=sinx, jezeli x <0, to y=sin(—x)= —sinx (rys. 81). 1342. Jezeli cosx >0, to y=1, jezeli cosx <0, to y=—1 (rys. 84).

7 7}
T ) @_1__—0 o
4 ¢ l | 1 I P L —-
_ZTTW -z 0 T ™ I V4 ) S -2:11 -3:“ _Ter _1'1, 5 s p %ﬂ S
4 2 2 2
~_ o———0 —1*{- o——0
Rys. 84
Rys. 81
1343. Jezeli sinx >0, to y=x, jezeli sinx<0, to y=—x (rys. 85).
1340. Rys. 82.
34
T
I
+ + 4 . ' $ 3 } > t t —t y -
2 dw w3 0 £ 7 4 I x 2m -m 0} moo2 x
H
/W\/\ -t \
-217t
Rys. 82 Rys. 85
1344, Jezeli x>0, to y=2, jezeli x<0, to y=—1+cosx (tys. 86).
1341. Jezeli sinx >0, to y=2sinx, jezeli sinx <0, to y=0 (rys. 83).
Y
yﬁ 2
21
m x
e I S
Rys. 83 Rys. 86
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twkae /3 i 3
1345. Wskazowka: \/5 sinx +cosx =2 (‘/7- sinx+ % cosx) =

. 1
1346. y=sinx-cosx = Esin 2x) (rys. 87).

I\ N}

n n n
=2 (cos~-si in—- =2si
( 86 smx+sm6 COSX)—Z sm(x+6>.

-2n -%MT L 0

-IN—

Rys. 87

1347. y=sin®*x—cos*x=.—cos (2x) (rys. 88).

7|

A

AW

%\Aﬂ

£\

xy

WA
-2y-gn

Rys. 88

1348, A . .
Zauwazmy, Ze: |sin*x —cos*x|=| (sin?x + cosx) (sin?x — cos?x) | =

|
VAR
-1

a3

o/

=sin’x — cos?x| =|cosx —sin?x| =|cos (2x)| (rys. 89).

7

N\

276

1349. Jezeli sinx =0, to y=1, a jezeli sinx <0, to y=cos(2x) (rys. 90).

7

: + } $
-2 --?11 - \%

—\ T\

-1+

Rys. 90

1350. D,=<—-1z; _f)u(—g; ;)u(g, n>. Gdy xeDy, to tgx>0<>

)

2

wxel-x —g)u <o g) o