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Zadanie 1. (IT OMG, zadanie 3/11)

W przestrzeni danych jest 6 punktow, z ktérych zadne cztery nie leza
na jednej ptaszczyznie. Laczac niektére z tych punktow narysowano
10 odcinkéw. Wykaz, ze w ten sposdb uzyskano co najmniej jeden
trojkat.

Inaczej. Dany jest grat G majacy 6 wierzchotkow i 10 krawedzi.
Udowodnij, ze ten graf zawiera trojkat.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.



W. Guzicki: Mozna lepiej, mozna wiecej 4

Zadanie 2. (XXXVII OM, zadanie 5/1II)

W turnieju szachowym uczestniczy 2n (n > 1) zawodnikéw, przy
czym kazdych dwoéch sposrdd nich rozgrywa miedzy soba co najwyze]
jedng partie. Udowodnij, ze taki przebieg rozgrywek, w ktéorym zadna
trojka zawodnikéw nie rozgrywa trzech partii miedzy sobg, jest moz-
liwy wtedy 1 tylko wtedy, gdy liczba wszystkich partii rozegranych

w turnieju nie przekracza n?.

Inaczej. Udowodnij, ze istnieje graf bez tréjkatéw majacy 2n wierz-
chotkéw i k krawedzi wtedy i tylko wtedy, gdy k < n?.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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TWIERDZENIE MANTELA

Twierdzenie 1. (Mantel, 1907) Dany jest graf G bez tréjkatow,
majacy n wierzchotkow i k krawedzi. Wowczas

2
n
k< —.
— 4

Tl2

Inaczej. Dany jest graf G majacy n wierzchotkéw i1 wiecej niz T

krawedzi. Wowczas grat G zawiera trojkat.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Dowdd twierdzenia Mantela.

e Niech A bedzie wierzcholkiem najwiekszego stopnia. Oznaczmy

m = d(A).

e Niech S bedzie zbiorem wierzcholkow sasiadujacych z A. Wtedy
S| = m.

e Niech T bedzie zbiorem wierzcholkéw niesasiadujacych z A. Wtedy
T|=n—m— 1.

e Kazda krawedz ma jeden koniec w A lub co najmniej jeden koniec
w wierzchotku nalezgcym do zbioru T

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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k<m4+mn—-—m-—1)=m(n—m).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Wystarczy udowodnic, ze:

"2
m(n —m) < —.

4
Przeksztatcamy te nierownos¢ w sposob rownowazny:

4m(n —m) < n?,

dmn — 4m? < n?,
0 < 4m? — 4dmn + n?,

0 < (2m — n)*.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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2
n
Ile to jest —7

4
n2
o Jesli n = 2m, to 7= m2.
. n? 1
oJeshn:2m—|—1,toZ:m(m+1)+1.
2 jesli n=2m
Definicia.  M(n) — 4 ™ jes ,
cHnita (n) {m(m+1), jesli n =2m + 1.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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TWIERDZENIE MANTELA

Inne sformulowanie

Twierdzenie 1. Dany jest graf G majacy n wierzchotkéw i co naj-
mnie]
M(n)+1

krawedzi. Wowczas grat G zawiera trojkat.

Ponadto, jesli kK < M(n), to istnieje graf G bez trojkatow majacy
n wierzchotkow i k krawedzi.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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R6zne kierunki uogdlnien:

e Jesli graf ma duzo krawedzi, to zawiera podgraf majacy szczegdlne
wlasnosci.

e Jesli graf ma duzo krawedzi, to zawiera wiele podgraféw majacych
szczegolne wlasnosci.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Zadanie 3. (V OMG, zawody II stopnia, zadanie 4)

Na przyjeciu spotkato sie sze$¢ osob. Okazalto sie, ze kazda z nich ma
wsrod pozostalych doktadnie trzech znajomych. Wykaz, ze pewne
cztery z tych oséb mogg usigs¢ przy okraglym stole w taki sposoéb,
aby kazda z nich siedziata pomiedzy swoimi dwoma znajomymi.

Zadanie 4. (II1 Mata OM, zawody III stopnia dla uczniow klas star-
szych, zadanie 6)

W pewnej konferencji uczestniczy 1995 osoéb. Kazda z nich ma wsrod
pozostatlych co najmniej 45 znajomych. Wykaz, ze mozna znalez¢ ta-
kich czterech uczestnikow tej konferencji, ktérzy moga usigs¢ przy
okragltym stole tak, by kazdy siedziat obok swoich znajomych.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Zadanie 5. (LXVIII OM, zawody I stopnia, zadanie 6)

W balu uczestniczyto 20 kawaleréw i 20 dam. W kazdym z 99 tan-
cow tanczyta doktadnie jedna para, za kazdym razem inna. W kazdej
parze tanczyla dama z kawalerem. Dowies¢, ze istnieje takich dwdéch
kawalerow i takie dwie damy, ze kazdy z tych dwéch kawalerow za-
tanczyt z obiema tymi damami.

Ostatnie trzy zadania maja wspoélng postac:

e Jesli grat G ma duzo krawedzi, to zawiera czworokat.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Twierdzenie 2. (Reiman, 1958) Dany jest graf G majacy n wierz-
chotkéw 1 k krawedzi. Wowcezas, jesli

k>%-(1—|—\/4n—3),

to graf G zawiera czworokat.

To twierdzenie wystarczy do rozwiazania zadania 3, ale jest za stabe,
by rozwiazac¢ zadanie 4.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Mamy bowiem

3
-(1+\/4-6—3):5-(1+\/ﬁ)z8,37,

=~ &

wiec kazdy graf majacy 6 wierzchotkow i co najmniej 9 krawedzi za-
wiera czworokat. Mozna udowodni¢ wiecej: wystarczy 8 krawedzi.

Z, drugiej strony, gralf w zadaniu 4 ma co najmniej 44888 krawedzi,

ale
1995

4

(14 v4-1995 — 3) ~ 45044,133.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Dla gratéw dwudzielnych twierdzenie Reimana ma nastepujaca po-
stac.

Twierdzenie 3. Dany jest graf dwudzielny G o nastepujacych wta-

snosciach:
e zbiér wierzcholkow jest sumag zbioréw AU B, gdzie ANB = & oraz

Al = |B| = n,
e kazda krawedz ma jeden koniec w zbiorze A i drugi w zbiorze B,
e liczba krawedzi jest wieksza od

- (1++v4n — 3).

| S

Wowczas grat G zawiera czworokat.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Dla przypomnienia:

Zadanie 5. (LXVIII OM, zawody I stopnia, zadanie 6)

W balu uczestniczyto 20 kawaleréw i 20 dam. W kazdym z 99 tan-
cow tanczyta doktadnie jedna para, za kazdym razem inna. W kazdej
parze tanczyla dama z kawalerem. Dowies¢, ze istnieje takich dwdch
kawalerow i takie dwie damy, ze kazdy z tych dwéch kawalerow za-
tanczyt z obiema tymi damami.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Ostatnie twierdzenie wystarcza do rozwiagzania zadania 5. Mamy bo-
wiem dla n = 20:

D (VA 8) = T (14 VE- 20— 8) = 101+ VTT) ~ 97,75,

Wystarczy zatem, by na przyjeciu bylo 98 tancow.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Na zakonczenie tej czesci wyktadu popatrzmy na jeszcze jedno twier-
dzenie podobnej postaci.

Twierdzenie 4. (Turan, 1941) Dany jest graf G majacy n wierzchot-
kéw 1 wiecej niz
1 n?
T (11— —— | —

krawedzi. Woéwczas grat G zawiera podgraf pelny majacy p wierzchotl-
kow. Ponadto, jesli k < T'(n,p), to istnieje graf G majacy n wierz-
chotkéw i k krawedzi oraz niezawierajacy podgrafu pelnego majacego
p wierzchotkow.

Zauwazmy, ze dla p = 3 otrzymujemy twierdzenie Mantela.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Inne wzmocnienie twierdzenia Mantela jest zawarte w nastepujacym
twierdzeniu:

Twierdzenie 5. (Rademacher, 1941, nieopublikowane) Dany jest
graf G majacy n > 3 wierzchotkéw i k = M (n)+1 krawedzi. Wowczas
oral G zawiera co najmnie] L%J trojkatow.

Zmnany dowod twierdzenia Rademachera, pochodzacy od Erdosa, prze-
biega przez indukcje. Pokaze na przyktadzie gtéwny krok tej indukcji.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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e Zalozenie indukcyjne (dla n = 5): jesli graf G ma 5 wierzchot-
kow 1 7 krawedzi, to zawiera co najmniej dwa trojkaty.

e Teza indukcyjna: jesli graf G ma 6 wierzchotkow i 10 krawedzi,
to zawiera co najmniej trzy trojkaty.

W dowodzie tezy indukcyjnej bedziemy rozpatrywac¢ dwa przypadKki:

e Graf G ma wierzchotek v stopnia co najwyzej 2: d(v) < 2.

e Wiszystkie wierzchotki grafu GG majg stopien réwny co najmniej 3.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Przypadek 1. Graf G ma wierzchotek v stopnia co najwyzej 2:
d(v) < 2.

Usunmy z grafu wierzchotek v oraz usunmy dwie krawedzie, w tym
wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka v. Otrzymujemy graf
H majacy 5 wierzchotkow i 8 krawedzi. Z twierdzenia Mantela wynika,
ze graf H ma co najmniej jeden tréjkat. Niech bedzie to tréjkat abce.

Usunmy teraz z gratu H krawedz ab. Otrzymamy graf K majacy
5 wierzchotkow 1 7 krawedzi. Z zalozenia indukcyjnego wymnika, ze
oraf K ma co najmniej dwa trojkaty.

Oczywiscie te dwa trojkaty sg takze tréojkatami gratu G. Wraz z troj-
katem abc mamy zatem w grafie G co najmniej trzy tréjkaty.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Przypadek 2. Kazdy wierzchotek gratu G ma stopien rowny co naj-
mniej 3.

Wowczas w grafie GG istnieja co najwyzej dwa wierzchotki stopnia co
najmniej 4. Przypus¢my bowiem, ze:

d(vy),d(vg),d(v3) >4 oraz d(vy) = d(vs) = d(vg) = 3.
Wéwcezas mamy nierdwnosé
20 = d(v1) + d(v2) + d(vs) + d(vy) + d(vs) +d(vg) > 3-443-3 = 21,

ktora jest nieprawdziwa. Teraz korzystamy z twierdzenia Mantela.
W grafie (G istnieje co najmniej jeden tréjkat, na przyktad abc.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Przypadek 2 — cd. Co najmniej jeden wierzchotek tréjkata abc ma
stopien réwny 3, niech bedzie to wierzchotek a.

Usuwamy z grafu G wierzcholek a wraz z wychodzacymi z niego
trzema krawedziami. Otrzymujemy graf H, ktéry ma 5 wierzchotkow
1 7 krawedzi. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze ma on co najmnie]
2 trojkaty. Te trojkaty sa takze trojkatami grafu G.

Wraz z trojkatem abce, ktéry zniszezyliSmy usuwajac z gratu G wierz-
chotek a, graf G ma zatem co najmniej 3 trojkaty. To konczy dowdd
tezy indukcyjne].

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Zadanie 6. (XVII OM, zadanie 3/II)

Na ptaszczyznie obrano 6 punktow, z ktérych zadne trzy nie lezg
na jednej prostej 1 wykreslono wszystkie odcinki tgczace parami te
punkty. Niektére z odcinkéow wykreslono przy tym kolorem czerwo-
nym, a inne niebieskim. Dowies¢, ze ktores trzy z danych punktow sa
wierzchotkami tréjkata o bokach jednego koloru.

Inaczej. Dany jest graft pelny G o szesciu wierzchotkach, w ktérym
kazda krawedz jest czerwona lub niebieska. Udowodnij, ze w tym gra-
fie istnieje co najmniej jeden jednokolorowy tréjkat.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Rozwigzanie. Wybieramy wierzchotek v grafu. Wychodzi z niego
5 krawedzi w dwbch kolorach. Z zasady szufladkowej wynika, ze co
najmniej trzy krawedzie sg tego samego koloru. Mozemy bez straty
ogdlnosci zatozy¢, ze krawedzie va, vb 1 vc sa czerwone.

a b
U/ -
\'N
\\\
\ \\\
® )
€ d

(Krawedzie zaznaczone liniami przerywanymi sa dowolnego koloru:
czerwone lub niebieskie.)

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Przypusémy, ze ktoras z krawedzi ab, ac lub bc jest czerwona; niech
na przyktad bedzie to krawedz ab. Wowczas mamy czerwony trojkat
abv (zob. rysunek po lewej stronie). Jesli za$ te trzy krawedzie sa
niebieskie, to mamy niebieski trojkat abc (zob. rysunek po prawej
stronie).

a b a b
v é\ @ C v é\ \ C
NS \ N
\ \\ \ \\
\ \\\ \ \\\
® ) ® )
e d € d

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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R6zne kierunki uogdlnien.

Przypusémy, ze mamy dany graf pelny majacy n wierzchotkéw, kto-
rego krawedzi zostaty pokolorowane. Wowczas:

e Jedli liczba n jest duza i mamy dwa kolory, to graf G zawiera spory
podgraf pelny jednokolorowy. Podobnie, jesli liczba n jest duza
1 mamy wiecej koloréw, to graf G zawiera spory podgraf pelny
jednokolorowy.

e Jesli liczba n jest duza i mamy wiecej kolorow, to grat G zawiera
jednokolorowy trojkat.

e Jesli liczba n jest duza i mamy dwa kolory, to grat G zawiera sporo
jednokolorowych trojkatow.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Twierdzenie 6. (Ramsey, 1930) Przypusémy, ze dane sa dwie liczby
naturalne £ 1 [. Niech nastepnie

k41— 2
n = :
k—1
Przypusémy nastepnie, ze kazda krawedz grafu K,, (tzn. grafu pelnego

majacego n wierzchotkdéw) zostata pokolorowana jednym z dwoch ko-
loréw: czerwonym lub niebieskim. Wowczas graf K,, zawiera:

e jednokolorowy czerwony podgraf pelny majacy k wierzchotkéw
lub

e jednokolorowy niebieski podgraf pelny majacy [ wierzchotkéw.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Twierdzenie 6 — ogoblnie. (Ramsey, 1930) Przypusémy, ze dane
sg liczby naturalne m > 2 oraz kq,...,k,. Wowczas istnieje liczba

naturalna n o nastepujacej wtasnosci:

e jesli kazda krawedz grafu K,, (tzn. grafu pelnego majacego n wierz-
chotkéw) pokolorujemy jednym z m koloréow Cf,...,C,,, to graf
K,, bedzie zawieratl:

* jednokolorowy podgrat pelny koloru €| majacy k; wierzchotkow

lub ... lub
* jednokolorowy podgraf pelny koloru C),, majacy k,, wierzchol-

kow.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Zadanie 7. (VI MOM, zadanie 4)

Siedemnagscie osOb wymienia pomiedzy sobg listy, przy czym kazda
osoba koresponduje z kazda z pozostalych. Przedmiotem korespon-
dencji sg trzy rozne zagadnienia, a kazda para osdb omawia kore-
spondencyjnie tylko jedno z tych zagadnien. Udowodnij, ze sa takie
trzy osoby, ktorych wzajemna korespondencja dotyczy jednego i tego
samego zagadnienia.

Inaczej. Kazda krawedz grafu petnego K7 jest pokolorowana jednym
z trzech koloréw: czerwonym, niebieskim lub zielonym. Udowodnij, ze
w tym grafie istnieje jednokolorowy trojkat.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.



W. Guzicki: Mozna lepiej, mozna wiecej 33

Rozwigzanie. Wezmy dowolny wierzchotek v grafu Ki7. Ten wierz-
chotek sgsiaduje z 16 wierzchotkami; krawedzie wychodzace z wierz-
chotka v sg pokolorowane co najwyzej trzema réznymi kolorami. 7 za-
sady szufladkowej wynika, ze co najmniej szes¢ z tych krawedzi ma
ten sam kolor; bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze krawedzie va,
vb, ve, vd, ve i vf sa czerwone. Mamy teraz dwa przypadKki.

Przypadek 1. Co najmniej jedna krawedz taczaca dwa wierzchotki
sposrod a, b, ¢, d, e i f jest czerwona. Niech na przyklad bedzie to
krawedz ab. Wowczas trojkat abv jest czerwony.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Przypadek 2. Wszystkie krawedzie taczace wierzchoiki a, b, ¢, d, e
1 f sa niebieskie lub zielone. Te szes¢ wierzchotkow wraz z taczacymi
je krawedziami tworza graf pelny Kg, ktérego kazda krawedz jest
pokolorowana jednym z dwdéch koloréw: niebieskim lub zielonym.

Wystarczy teraz skorzystaé¢ z zadania 6, by stwierdzié¢, ze ten graf ma
jednokolorowy tréjkat (niebieski lub zielony). Zatem nasz graf K7
takze 1 w tym przypadku zawiera tr6jkat jednokolorowy.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Zadanie 8. (XXXVII OM, zadanie 2/1I)

W turnieju szachowym uczestniczy 66 zawodnikéw, kazdy z kazdym
rozgrywa jedna partie, rozgrywki odbywaja sie w czterech miastach.
Udowodnij, ze pewna trojka zawodnikéw rozgrywa wszystkie partie
miedzy soba w tym samym miescie.

Inaczej. Kazda krawedz gratu pelnego Kgg jest pokolorowana jed-
nym z czterech koloréw: czerwonym, niebieskim, zielonym lub zottym.
Udowodnij, ze w tym grafie istnieje jednokolorowy trojkat.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Rozwigzanie. Wezmy dowolny wierzchotek v grafu Kgg. Ten wierz-
chotek sgsiaduje z 65 wierzchotkami; krawedzie wychodzace z wierz-
chotka v sg pokolorowane co najwyzej czterema roéznymi kolorami.
7, zasady szufladkowej wynika, ze co najmniej 17 z tych krawedzi ma
ten sam kolor; bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze krawedzie
vai,...,vaiy sa czerwone. Mamy teraz dwa przypadKki.

Przypadek 1. Co najmniej jedna krawedz taczaca dwa wierzchotki
sposrod aq,...,a17 jest czerwona. Niech na przykiad bedzie to kra-
wedz aias. Wowcezas trojkat aiasv jest czerwony.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Przypadek 2. Wszystkie krawedzie taczace wierzchotki a4, ..., a1~
sg niebieskie, zielone lub zo6tte. Te 17 wierzchotkéw wraz z taczacymi
je krawedziami tworzg graf peilny K7, ktorego kazda krawedz jest
pokolorowana jednym z trzech koloréw.

Wystarczy teraz skorzystaé¢ z zadania 7, by stwierdzié¢, ze ten graf ma
jednokolorowy tréjkat (niebieski, zielony lub zélty). Zatem nasz graf
Kge takze 1 w tym przypadku zawiera trojkat jednokolorowy.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Zdefiniujmy teraz liczby M,, wzorami rekurencyjnymi:

M1:37
M, =n-M,_1—nm+2 dlan>2.

Niech teraz m = M,, dla pewnej liczby naturalnej n.

Mozna tatwo udowodni¢ przez indukcje, ze jesli kazda krawedz gratu
pelnego K,, pokolorujemy jednym z n koloréw, to w tym grafie ist-
nieje jednokolorowy trojkat, tzn. istnieja wierzchotki a, b i ¢ takie, ze
krawedzie ab, ac i bc maja ten sam kolor.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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W szczegdlnosci mamy:

M, =3, My=6, M;=17, M, =66,

oraz

Mg = 1958.

Ciekawostka:

M, =le-n!| +1.

My = 327

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Zadanie 9. (XX MOM, zadanie 6)

Czlonkowie pewnego stowarzyszenia miedzynarodowego pochodza
z 6 roznych krajow. Lista cztonkéw zawiera 1978 nazwisk ponume-
rowanych liczbami 1,2,...,1978. Udowodnij, ze pewien cztonek ma
na liscie numer réwny sumie numeréw dwoch cztonkéw pochodza-
cych z tego, co on kraju lub réwny podwojonemu numerowi cztonka
réwniez z tego kraju.

Inaczej. Kazdg liczbe ze zbioru {1,2,...,1978} pokolorowano jed-
nym z szeSciu kolorow. Udowodnij, ze istnieja w tym zbiorze liczby a,
b i ¢ tego samego koloru takie, ze a + b = ¢ (przy czym liczby a i b
nie musza by¢ rézne).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Rozwigzanie zadania 9.

Wystarczy 1957 osé6b. Wezmy dowolne kolorowanie
c:4{1,2,...,1957} — {1,2,3,4,5,6}

liczb ze zbioru {1,2,...,1957} szedcioma kolorami.

Rozwazamy graf G = Kig5g, ktorego wierzchotkami sg liczby ze zbioru
{0,1,2,...,1957}.

Kolorujemy krawedzie tego grafu szeScioma kolorami.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Niech 0 < 17,5 < 1957. Wéwczas przyjmujemy
c¢*(ig) = c(li — jl)-

Poniewaz Mg = 1958, wiec graf G zawiera jednokolorowy trojkat i7k
(gdzie 1 < j < k).

c¢*(ij) = ¢ (jk) = ¢ (ik),

czyli
c(j—1i)=clk—7)=clk—1).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Wystarczy przyjac
a=97—1, b=k—3 oraz c=k—1,
by otrzymac jednokolorowsg tréjke (a,b, c) taka, ze

a+b=c.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Twierdzenie 7. (Schur, 1916) Dana jest liczba naturalna n > 2.
Wowczas istnieje liczba naturalna M o nastepujace] wlasnosci:

e jesli kazda liczbe ze zbioru A = {1,2,..., M} pokolorujemy jed-
nym z n koloréw, to w zbiorze A istnieja liczby a, b i ¢ tego samego

koloru takie, ze
a+b=c

(przy czym liczby a i b nie muszg by¢ rézne).

Tak jak w zadaniu 9 wystarczy przyjac

M =M, —-1=le-nl|.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.



W. Guzicki: Mozna lepiej, mozna wiecej 45

Zmalezienie najmniejszej liczby M o wlasnosci podanej w twierdzeniu
Schura jest powaznym problemem otwartym. Mozna tatwo udowod-
nic¢, ze jesli n = 2, to M = 5. Podobnie mozna udowodnié¢, ze jesli
n = 3, to M = 14. Nietrudne obliczenia komputerowe (przeprowa-
dzone w latach 60-tych XX w.) pokazaly, ze jesli n = 4, to M = 45.

W 2017 roku udowodniono (tym razem za pomoca wielkich obliczen
komputerowych), ze jesli n = 5, to M = 161. Wykazano takze, ze
istnieje 2447 113 088 kolorowan zbioru {1,2,...,160} bez jednokolo-
rowej tréjki (a, b, ) spetniajacej réwnanie a + b = c.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Twierdzenie 8. (Goodman, 1959) Przypu$émy, ze kazda krawedz
ografu pelnego Kg pokolorowano jednym z dwdéch koloréw: czerwo-
nym lub niebieskim. Wéwczas w tym grafie istnieja co najmniej dwa
trojkaty jednokolorowe.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze grat Ky zawiera

(9-s

trojkatow. Wykazemy, ze zawiera co najwyze] 18 trojkatéw rézno-
kolorowych (tzn. takich, ktére maja wierzchotki dwéch koloréw). To
oczywiscie zakonczy dowdd.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Niech teraz v bedzie dowolnym wierzchotkiem grafu Kg. Wowczas
symbolem d.(v) oznaczymy liczbe czerwonych krawedzi wychodza-
cych z wierzchotka v:

de(v) = }{w . krawedz vw jest czerwona}|.

Liczba niebieskich krawedzi wychodzacych z wierzchotka v jest wow-
czas rowna

5—d.(v).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.



W. Guzicki: Mozna lepiej, mozna wiecej 48

Nastepnie przypuscémy, ze a, b i ¢ sa wierzchotkami réznokolorowego
trojkata w naszym grafie.

Niech na przyktad krawedz ab bedzie czerwona, a krawedzie ac i bc
beda niebieskie.

Wtedy z wierzchotkéw a 1 b wychodza dwie krawedzie tego trojkata
roznych koloréw, natomiast z wierzchotka ¢ wychodzg dwie krawedzie
tego trojkata tego samego koloru.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Popatrzmy teraz na dowolny wierzcholek v naszego grafu i przypu-
s¢my, ze wychodza z niego dwie krawedzie vx 1 vy réznych kolorow.

Wtedy oczywiscie trojkat vaxy jest réznokolorowy. Stad wynika, ze
liczba tréjkatoéw roznokolorowych zawierajacych ustalony wierzchotek
v, bedacy koncem krawedzi réznych koloréw w tym tréjkacie, jest
réwna

dc(v) - (5 — de(v)).
Zatem liczba trojkatow réznokolorowych jest réwna

~ Y o) - (5 - de(w).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Poniewaz dla kazdej liczby catkowite] £ mamy nieréwnosc
(x —2)(x —3) >0,

czyli
r(5h—x) <6,

wiec liczba trojkatéw roznokolorowych jest niewieksza od

1 1
— - 6=-—-0-6=18.

To konczy dowdd.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Ogdllnie:

Liczba tréjkatow jednokolorowych w dowolnie pokolorowanym grafie
K,, jest réwna:

T n(n — 16)(n—2) _ % , ch(v) (n—1—=d.(v)).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Twierdzenie 9. (Goodman, 1959) Dany jest graf pelny K,,, w kt6-
rym kazda krawedz jest czerwona lub niebieska. Wowczas w tym grafie

istnieje co najmniej T'(n) jednokolorowych tréjkatow, gdzie:

(n(n—2)(n—4)

od : jesli 2 | n,
—1 — 9
n(n =i =5) jesli 4 | n — 1,
24

+1 — — 4
(n )(n243)(n ), jeéli 4 \ n -+ 1.
\

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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W szczegdlnosci mamy:

T(6) = 2,
T(7) = 4,
T(8) = 8,
T(9) = 12,
T(10) = 20,
T(11) = 28,
T(12) = 40.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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TWIERDZENIE EGZ

P. Erdos, A. Ginzburg, A. Ziv

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Zadanie 10. (Singapore Secondary Schools Math Olympiad, 1990)
Mamy danych 5 liczb catkowitych. Udowodnij, ze istniejg wsréd nich
doktadnie 3 liczby, ktérych suma jest podzielna przez 3.

Zadanie 11. (Singapore Secondary Schools Math Olympiad, 1990)
Mamy danych 17 liczb catkowitych. Udowodnij, ze istnieje wsrod nich
doktadnie 9 liczb, ktérych suma jest podzielna przez 9.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Rozwiazanie zadania 10 wynika tatwo z zasady szufladkowej Diri-
chleta.

W rozwiazaniu zadania 11 skorzystamy szesciokrotnie z zadania 10.

Bierzemy dowolne 5 liczb sposréd danych 17 liczb. Wsrod nich znaj-
duja sie 3 liczby a, as, a3z, ktorych suma dzieli sie przez 3:

a1 + a2 + as :3]61

Te 3 liczby odktadamy na bok. Pozostato 14 liczb.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Powtarzamy te konstrukcje: bierzemy dowolne 5 liczb 1 wsréd nich
znajdujemy 3 liczby ay, as, ag, ktérych suma dzieli sie przez 3:

as + a5 + ag = 3ko.
Te trzy liczby takze odkladamy na bok. Pozostato 11 liczb.

W podobny sposéb, jeszcze trzykrotnie korzystajac z zadania 10,
znajdujemy nastepne trzy takie trojki liczb:

a7 + ag + ag = 3ks, ai9+ a1 + a1z = 3kg, a1z + a4 + a5 = 3ks.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Wsrod pieciu liczb k1, ko, k3, k4, k5 znajduja sie 3 liczby, ktorych suma
dzieli sie przez 3.

Bez straty ogdélnoéci (w razie potrzeby zmienimy numeracje wybra-
nych liczb) mozemy zatozy¢, ze

k1 + ko + k3 = 3m.
Wéwczas
al —|—CL2—|—CL3—|—. . .—|—CL9 — 31‘61 —|—3]€2—|—3]€3 — 3(1‘61 —|—]€2—|—]€3) = 3-3m = 9m.

To konczy rozwigzanie zadania.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Wtiasnosé EGZ(n)

Sposrod dowolnych 2n —1 liczb catkowitych mozna wybrac¢ dokladnie
n liczb, ktérych suma jest podzielna przez n.

Zadania 10 1 11 dowodzg wtasnosci

EGZ(3) oraz FEGZ(9).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Twierdzenie 10. Przypusémy, ze dane sg liczby naturalne m,n > 2
takie, ze prawdziwe sa witasnosci FGZ(m) oraz EGZ(n). Wowczas
prawdziwa jest tez wlasnos¢ FGZ(mn).

Dowdd. Powtarzamy rozumowanie z rozwigzania zadania 11. Przy-
pusc¢my, ze mamy 2mn — 1 liczb catkowitych.

Wybieramy z nich dowolne 2m — 1 liczb 1 wsréd nich znajdujemy m
liczb, ktorych suma jest podzielna przez m:

a1 t+tas+...+a, =ki-m

dla pewnej liczby catkowitej k1. Te m liczb odkladamy na bok. Po-
zostaje 2mn — m — 1 liczb.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Poniewaz n > 2, wiec 2mn —m —1 > 2m — 1.

Zatem sposrod pozostatych liczb mozemy wybraé¢ 2m —1 liczb 1 wsréd
nich znajdujemy m liczb, ktérych suma jest podzielna przez m:

Am+1 + Gmyo + ...+ aom = ko - m
dla pewnej liczby catkowitej ks.

Te liczby znéw odkladamy na bok. Pozostaje 2mn — 2m — 1 liczb.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Poniewaz n > 2, wiec 2mn —2m — 1 > 2m — 1.
Zatem sposrod pozostatych liczb znow mozemy wybra¢ 2m — 1 liczb
1 wsrod nich jeszcze raz znajdujemy m liczb, ktérych suma jest po-
dzielna przez m:

2m+1 + Q2mi2 + ...+ a3m = k3 - m

dla pewnej liczby catkowitej k3.

Te liczby takze odktadamy na bok. Pozostaje 2mn — 3m — 1 liczb.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.



W. Guzicki: Mozna lepiej, mozna wiecej 63

Te czynnos¢ mozemy wykonac¢ 2n — 1 razy.

Przypusémy bowiem, ze wykonaliSmy ja juz co najwyzej 2n — 2 razy.
Wybraliémy zatem co najwyzej m - (2n — 2) liczb.

Zostalo zatem co najmnie]
2mn —1)—m2n—-2)=2mn—1—-2mn+2m =2m — 1

liczb. Zatem sposrdd nich jeszcze co najmniej jeden raz bedziemy
mogli wybra¢ m liczb, ktérych suma jest podzielna przez m.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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W ten sposéb mozemy wybraé¢ 2n — 1 zestawow po m liczb takich, ze
w kazdym zestawie suma wybranych m liczb jest podzielna przez m.
Mamy zatem:

a1 +as+...+a, =k -m,
am+1+am—|—2+---+a2m:k2'ma

A2m+1 + G2mao + ...+ a3m = k3 - m,

A(2n—2)m+1 T A(2n—2)m-+2 T A2n—1)m — kop—1-m.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Mamy teraz 2n — 1 liczb ki,ko, ..., kop—1. Wsrdd nich jest n liczb,
ktoérych suma jest podzielna przez n. Po odpowiednim przenumero-
waniu tych liczb mozna zatozy¢, ze

dla pewnej liczby catkowitej [. Wéwczas

(a1 +...+am)+(amer+. .. Fazm) +. oo+ (Qp—ymr1 T ) =
=km+kom+...+kym=m(k;i +ko+ ...+ k) =mnl.

Zmalezlismy wiec mn liczb, ktérych suma jest podzielna przez mn. To
konczy dowdd twierdzenia.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Twierdzenie 11. Dla kazdej liczby pierwsze] p prawdziwa jest wia-
snos¢ EGZ(p).

Whniosek. (Erdos, Ginzburg, Ziv, 1961) Dla kazdej liczby naturalnej
n > 2 prawdziwa jest wlasnos¢ EGZ(n).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Pokaze dwa dowody twierdzenia 11. Pierwszy dowdd pokaze na dwdch
przyktadach: p = 3 oraz p = 5.

Najpierw udowodnie wlasno$¢ FGZ(3). Bierzemy 5 dowolnych liczb

catkowitych
ai, as, as, a4 Oraz as.

Patrzymy nastepnie na zbidr liczb od 1 do 9:
K =1{1,2,3,4,5}.

Zbior K ma 10 podzbioréw trzyelementowych.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Oto te 10 podzbioréw:

P ={1,2,3}, Ps = {1,4,5},
P, ={1,2,4}, P ={2,3,4},
Py ={1,2,5}, Py ={2,3,5},
Py = {1,3,4}, Py ={2,4,5},

P ={1,3,5}, Py = {3,4,5}.

Kazdemu podzbiorowi P, zbioru K odpowiada suma pewnych trzech
liczb sposrod liczb aq, as, as, a4, as.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Jesl
P'n/ — {/l:7j7 k}?

to przyjmujemy
S(n) =a; +a; + ay

Naszym celem jest wykazanie, ze istnieje liczba n taka, ze

1<n<10 oraz 3| S(n).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Teraz kazdemu podzbiorowi P,, przyporzadkowujemy w pewien spo-
séb (ktéry pokaze dalej) pewng liczbe naturalng T'(n) w taki sposéb,
ze:

e jesli3 | S(n),to T(n)=0 (mod 3),

e jedli31S(n),to T(n)=1 (mod 3),

o T(1)+T(2)+...+T(10)=0 (mod 3).

To zakonczy dowod twierdzenia.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Przypusémy, ze dla kazdej liczby naturalnej n takiej, ze 1 < n < 10

mainy
3185(n).

Wowczas dla kazdej takiej liczby n mamy
T(n)=1 (mod 3),
skad wymnika, ze
0=T1)+T2)+...+4T7(10)=10-1=10=1 (mod 1).

To jest niemozliwe. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze co najmnie]
jedna suma S(n) jest podzielna przez 3.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Musimy teraz zdefiniowaé liczby T'(n). Przyjmujemy
T(n) = S(n)*.

Wéwczas mamy:
e jesli 3| S(n), to 3| S(N)Z, wiec

T(n)=0 (mod 3),
e jesli 31 .5(n), to mozna tatwo pokazac, ze
S(n)* =1 (mod 3),

czyli
T(n)=1 (mod 3).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Do udowodnienia pozostaje tylko kongruencja
TH+T2)+...+T(10) =0 (mod 3).
Przyjrzyjmy sie teraz doktadniej liczbom T'(n). Przypu$émy, ze
P(n) = {i,5,k},

oraz
S(n) =a; +a; + ag.

Popatrzmy, jak wéwczas wyglada wyrazenie

(Clz' + a; + ak)Q.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Mamy mianowicie

(a; +a; + ar)® = as + a? + a3 + 2a;0; + 2a,a, + 2aay,.

Zatem to wyrazenie jest suma jednomiandéw postaci

2
a; oraz 2a;aj,

gdzie 1 < 1,7 <5.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Wezmy jeden przykladowy jednomian: a?. Pojawi sic on w szeéciu
wyrazeniach postaci S(n)?; sg to:
(a1 + a2 +a3)?, (a1 +as+as)’, (a1 +a+as)’,

(a1 +asz +aq)?, (a1 +as+as)?, (a1 +as + as)?.

Stad wynika, ze w calej sumie
ST+ 85 +... + St

jednomian a? pojawi si¢ ze wspétczynnikiem 6.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Wezmy inny przyktadowy jednomian: 2a;a-. Pojawl sie on w trzech
wyrazeniach postaci S(n)?; sg to:

(a1 + as + a3)2, (a1 + as + a4)2 oraz (a1 + as + a5)2.
Stad wynika, ze w calej sumie
S7 + 55 + ...+ S

jednomian ajas pojawi sie takze ze wspolczynnikiem 6.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Podsumujmy. Wyrazenie
S7 + 55 + ...+ Sy
ma zatem postac
6-(a%+...+a§+a1a2+a1a3—|—...+a3a4+a3a5+a4a5).
Stad wynika, ze dla dowolnych liczb catkowitych a1, as, a3, ay, as suma
S7 + 55 + ...+ S

jest podzielna przez 3. To konczy dowod twierdzenia.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Powtérzmy to rozumowanie dla p = 5. Bierzemy 9 dowolnych liczb
catkowitych

a, a2, az, daa, as, A4, dar, ag Oraz dyg.
Patrzymy nastepnie na zbidr liczb od 1 do 9:
K =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Zbior K ma 126 podzbioréw piecioelementowych.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Oto te podzbiory:

P, =1{1,2,3,4,5}, Pio=1{1,2,3,6,7},
P, =1{1,2,3,4,6},
P; =4{1,2,3,4,7}, Pioo = {2,4,7,8,9},
Py =11,2,3,4,8},
Ps=41,2,3,4,9}, Pio3 = {4,5,6,8,9},
Ps =411,2,3,5,6}, Pioy = {4,5,7,8,9},
P, =4{1,2,3,5,7}, Pios = {4,6,7,8,9},
Pios = {5,6,7,8,9}.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Dlaczego 126 podzbioréw? Dlatego, ze

I LR .T
(9) 9! —9876:9-2-7:126.

5) 5.4  4.-3-2-1

Kazdemu podzbiorowi P, zbioru K odpowiada suma pewnych pieciu
liczb sposrdod liczb aq,aq, ..., aq. Jesli

Pn — {/I:?j? k7l7m}7
to przyjmujemy

S(n)=a;,+a; +ar+ a; + an.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Naszym celem jest wykazanie, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze
1<n<126 oraz 5| S(n).

Teraz kazdemu podzbiorowi P, przyporzadkowujemy pewng liczbe
naturalng 7'(n) w taki sposéb, ze:

e jedlib | S(n),to T(n)=0 (mod5),
e jedlib{S(n),to T(n)=1 (mod5H),

e T()+T(2)+...+T(126) =0 (mod 5).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.



W. Guzicki: Mozna lepiej, mozna wiecej 82

Tak jak poprzednio, to wystarczy do zakonczenia dowodu.
Przypusémy, ze dla kazdej liczby naturalnej n takiej, ze 1 < n < 126

mamy
51 85(n).
Wéwcezas dla kazdej takiej liczby n mamy
T(n)=1 (mod 5),
skad wynika, ze
0=T(1)+T2)+...+T7(126) =126-1 =126 =1 (mod 5).

To jest niemozliwe. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze co najmnie]
jedna suma S(n) jest podzielna przez 5.
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Musimy teraz zdefiniowaé liczby T'(n). Przyjmujemy
T(n) = S(n)*.

Wéwczas mamy:
o jesli 5| S(n), to 5| S(n)?*, wiec

T(n) =0 (mod 5),

e jesli 51 .5(n), to z malego twierdzenia Fermata wynika, ze
S(n)*=1 (mod 5),

czyli
T(n)=1 (mod 5).

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Do udowodnienia pozostaje tylko kongruencja
T(H+T2)+...+T(126) =0 (mod 5).
Przyjrzyjmy sie teraz doktadniej liczbom T'(n). Przypu$émy, ze
P, ={i,7,k,l,m},

oraz
S(n)=a;,+a; +ar+ a; + an.

Popatrzmy, jak wéwczas wyglada wyrazenie

(ai + aj + ax + ar + am)".

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Ot6z jest ono suma jednomianow postaci

. al . a2
C-a, CLj

a5

a3 g
. ak . al . am ,

gdzie c jest tzw. wspotczynnikiem wielomianowym

4 4!
€= T ol aal ol ol
1,09, 3,04, 05 1. Q92 - (X3. - (yg. - (Xy.

a wyktadniki aq, ..., a5 maja nastepujace wtasnosci:
e ( S 1,2, 3,04, 5 S 47

o 1 +tas + a3+ ayg + as = 4.
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Wezmy teraz jeden przykladowy jednomian: a?asary. Pojawi sie on
w wielu wyrazeniach postaci S(n)?, na przyktad w wyrazeniach

(CL1+CL2+6L3+CL7+CL9)4, (a1+a3‘|‘a4‘|‘a7‘|‘a8)47 (a1+a3+a7+a8+a9)4-
Doktadniej, pojawi sie on w wyrazeniach postaci
(a1 + az + a7 + a; + a;)*,

edzie i, j € {2,4,5,6,8,9}.
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)
2
takich wyrazen, bo istnieje tyle par réznych liczb ¢ oraz 5 takich, ze
i,j €41,2,3,4,5,6,7,8,9}\ {1,3,7} ={2,4,5,6,8,9}.
Stad wynika, ze w calej sumie
ST+ S5+ ...+ Stag

ten jednomian pojawi sie ze wspotczynnikiem

0 4 65 4!
(2) (2,1,1) > o Y 50

Ten wspoétczynnik jest podzielny przez 5.

Istnieje

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ ogdlnie. Przypusémy, ze
w rozwazanym jednomianie znajduje sie ¢ czynnikéw (z niezerowymi
wyktadnikami), gdzie 1 <t < 4. Wtedy liczba tych wyrazen

(@i + aj + ar + ar + am)?,

w ktorych wystapi rozwazany jednomian, jest rowna
9—1t
5—1t)

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Mozna tatwo pokazac, ze jesli 1 <t < 4, to

9—1
5 :
Stad nastepnie wynika, ze kazdy jednomian postaci

. al. a2. a30 a4.
C-a; ' -a;”-ap”-a; " a

5
m

wchodzi w sktad sumy

ze wspoOtczynnikiem c podzielnym przez 5.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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A wiec cata suma S jest podzielna przez 5. Poniewaz
T +T2)+...+T(126) = St + S5+ ...+ Sipe = S,

wiec T(1)+T(2)+...+T(126) =0 (mod 5).

To konczy dowdd.
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Rozumowanie ogélne dla dowolne]j liczby pierwszej p wyglada podob-

nie. Definiujemy
T(n) = S(n)P~*.

Musimy tylko wykaza¢ dwie wlasnosci wspotczynnikow dwumiano-

wych:
e jesli p jest liczba pierwszg oraz 1 <t < p—1, to

‘ 2p—1—1t
p p—1 :

e jesli p jest liczbg pierwszg, to

(%)

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Pokaze teraz drugi dowdd twierdzenia 11. Najpierw Kkilka definicji.

Dla dowolnych skonczonych zbioréw A i B liczb calkowitych definiu-

jemy:
A+B={a+b: ac€c A oraz be B}

oraz

A®,B={nmodp: n€ A+ B} =
={(a+b)modp: a€ A oraz b€ B}.
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W podobny sposob definiujemy zbiory

A1+A2+—|—An oraz Al@pAQ@p---@pAn-

Przyktad 1. Niech
A={1,2} oraz B =1{1,3}.
Wéwcezas

A+ B=1{2,3,4,5} oraz A®s; B=1{0,2,3,4}.
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Przyktad 2. Niech
A=1{1,2} oraz B ={3,4}.
Wowczas
A+ B=1{4,5,6} oraz A®5;B=1{0,1,4}.
Przykitad 3. Niech
A=1{1,2} oraz B =1{0,4}.

Wowcezas

A+ B={1,2,5,6} oraz A®5 B=1{0,1,2}.
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e Dana jest liczba pierwsza p oraz zbior A C Z,. Ponadto = € Z,,.
Wéwcezas:

[A®p 13| = |Al-

e Dana jest liczba pierwsza p oraz zbiér A C Z,. Ponadto z,y € Z,,
przy czym x # y. Niech B = {x,y}. Wbowczas:

A®, B= (A&, {z})U(AD,{y})

o Jesli x € Zy, to:  Z, Bp{x} =7Zp.
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e Jesli BC Z,, to:  Z,®, B=17,.

e Dana jest liczba pierwsza p oraz taki zbiér A C Z,, ze |A| < p.
Ponadto x,y € Z,, gdzie z # y. Niech B = {x,y}. Wowczas:

(A®p {}) # (A Dp 1y})-

e Dana jest liczba pierwsza p oraz zbiory A, B C Z,. Ponadto |A| < p
oraz |B| = 2. Wéwczas:

A ®, B| > |A|

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Ostatnia wlasnos$¢ jest szczegdlnym przypadkiem lematu ogdlniej-
szego, udowodnionego przez Cauchy’ego.
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e Dana jest liczba pierwsza p, liczba naturalna n taka, ze 1 <n <p
oraz zbiory A, As,..., A, C Z,. Ponadto |A;| = 2 dla kazdej
liczby k£ =1,2,...,n. Wéwczas:

]Al@pAg@p...@pAn\>n.

7

e Dana jest liczba pierwsza p oraz zbiory Aq,As,...,A,_1 D
— 1.

» Ap
Ponadto |Ai| = 2 dla kazdej liczby k takiej, ze 1 < k <
Wowczas:

C
p

‘Al @p AQ @p @p Ap—l’ — D,

czyli
Al ©pAs @y ... Cp Ap_1 = Zyp.

Sielpia, 25 — 27 pazdziernika 2019 r.
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Dowdd twierdzenia 11. OczywiScie mozemy zalozyc¢, ze dane liczby
sa elementami zbioru Z,,.

Zamiast danych liczb mozemy bowiem rozpatrywac ich reszty z dzie-
lenia przez p.

Uporzadkujmy dane liczby w kolejnosci niemalejace;j:

0<ar <azx<az <...< a2 <axy-1<Dp.
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Popatrzmy teraz na liczby a; oraz a,. Oczywiscie a1 < ay.

Gdyby okazalo si¢, ze a; = a,, to mielibySmy cigg réwnosci
a1 — a2 = ... = Uyp.

Wéwcezas
ap+as+...+a,=p-a; =0 (mod p).

Przypusémy zatem, ze a1 < a,.
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W podobny sposéb popatrzmy na liczby as 1 ap41. Gdyby as = apy1,
to mielibySmy ciag réwnosci

a2 — a3 = ... = Up+1

1 wtedy
a2 + a3+ ...+ app1 =p-a9 =0 (modp).

Zatem mozemy przypusScic, ze takze az < ap41.
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Postepujac analogicznie:

e albo w ciagu liczb (a1, as2,...,a2,—1) znajdziemy p kolejnych jed-
nakowych liczb i wtedy ich suma bedzie podzielna przez p,

e albo otrzymamy p — 1 nierownosci

a1 < Qp, a2 < Apt1, ---5 Ap—2 < A2p—3 Oraz ap—1 < A2p—2.
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W takim przypadku mozemy utworzy¢ p — 1 zbioréw dwuelemento-
wych:

Ay = {alv ap}a

Ay = {a27 ap+1}a

Az = {a37 ap+2}a

Ap o = {ap—2> a2p-3},

Ap—1 ={ap-1,a2p-2}.
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Stad wynika, ze
A1 ©pAs @y ... Bp Ap_1 = Zyp.
W szczegolnosci liczba p — agp—1 jest elementem zbioru
Al ©pAs Dy ... By Ap_1.

To znaczy, ze istniejg liczby b1, ba, ..., b,—1 nalezace odpowiednio do
zbioréw Ai, A, ..., Ap_1 takie, ze

b1—|—b2—|—...—|—bp_1 =P — G2p—1

W L.
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Inacze] mowiac
by +bs+ ... +b,_1 =p—ag-1 (mod p),

czyli
b1+b2+...+bp_1+a2p_1 =p=0 (modp).

Zatem znalezliSmy doktadnie p liczb wsréd danych 2p — 1 liczb, kto-
rych suma jest podzielna przez p. To konczy dowdd twierdzenia.
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KONIEC
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