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Lokalna odwracalno$¢ odwzorowan

Definicja

Méwimy, ze odwzorowanie F : X — R"”, gdzie X C R”, jest
lokalnie odwracalne w punkcie xg € X wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje takie otoczenie U C X punktu xg, ze odwzorowanie
Flu:U— V, gdzie V = F (U), jest bijekcja. Jedli F: X — R"
jest odwzorowaniem réznowartosciowym (czyli F : X — F (X) jest
bijekcja), to méwimy, ze F jest globalnie odwracalne.
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Lokalna odwracalno$¢ odwzorowan

Przyktad

a) Kazda bijekcja F : X — Y, gdzie X, Y C R", jest lokalnie
odwracalna w dowolnym punkcie x € X.

b) Funkcja f : R — R, f (x) = x? jest lokalnie odwracalna w
kazdym punkcie x € R — {0}.

c) Przeksztatcenie liniowe F : R” — R", F (x) = Ax, jest lokalnie
odwracalne wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest nieosobliwa, F
jest wéwczas bijekcja i F~1(y) = A1y dla kazdego y € R".
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Lokalna odwracalno$¢ odwzorowan

Twierdzenie

Niech F : X — R", gdzie X jest otwartym podzbiorem przestrzeni
R", bedzie takim odwzorowaniem rézniczkowalnym w sposéb
ciagty w pewnym otoczeniu K (xg, r) punktu xo € X, ze

det F' (xg) # 0. Wowczas:

a) istnieje takie otoczenie U C K (xo, r) punktu xo, ze
odwzorowanie F |y : U — V, gdzie V = F (U), jest bijekcja,

b) odwzorowanie (F|y) ™" odwrotne do odwzorowania F |y jest
rézniczkowalne w punkcie yo = F (xg) oraz

((F1o)™) (0) = (F (o))
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Lokalna odwracalno$¢ odwzorowan

Jesli F: X — R", gdzie X C R", jest odwzorowaniem
rézniczkowalnym w punkcie xq, to F’ (xo) jest macierza
kwadratowa, jej wyznacznik nazywamy jakobianem odwzorowania
F w punkcie xg.
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Lokalna odwracalno$¢ odwzorowan

Przyktad

Zbadamy lokalng odwracalno$¢ odwzorowania F : R? — R?,

F(x) = XA punkcie xg =

X1 X2 1
!/
pochodna odwzorowania odwrotnego ((F |U)_1> (yo), gdzie

i wyznaczymy

3
yo = F (xo) = >
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Lokalna odwracalno$¢ odwzorowan

Rozwiazanie. Odwzorowanie F ma pochodng F’ (x) = l Xl Xl ]
2 X1

wszystkie pochodne czastkowe sg funkcjami ciagtymi, a wiec F jest
1

rézniczkowalne w sposéb ciagty oraz F' (xg) = 1 o | Poniewaz
11 . . . .
det 1 9| = 1 £ 0, wiec odwzorowanie F jest lokalnie

odwracalne w punkcie xg. Ponadto .

!/ —
((F16) ™) (v0) = (F' (xo)) " = [ L ] = [ 2 ]
Zauwazmy w tym miejscu, ze odwzorowanie F z przyktadu jest
X1
X2
x1 # x2. Odwzorowanie F |x : X — F (X), gdzie
X = {x € R?: x; # xp}, nie jest jednak bijekcja (czyli nie jest
globalnie odwracalne), gdyz nie jest iniekcja, np.

F(1,2) = F(2,1).

lokalnie odwracalne w kazdym punkcie x = takim, ze
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Lokalna odwracalno$¢ odwzorowan

W szczegdlnym przypadku, gdy n = 1 mozna udowodni¢
mocniejsza wersje twierdzenia.

Twierdzenie

Jesli funkgja f : (a, b) — ((a, b)) jest rézniczkowalna i f' (x) # 0
dla kazdego x € (a, b), to f jest bijekcja, funkcja odwrotna f—!
jest rézniczkowalna oraz (f~ (y))' = % gdzie y = f (x).
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Lokalna odwracalno$¢ odwzorowan

Obliczymy pochodna funkgji g (x) = arctg x.

Rozwiazanie. Funkcja g : R — (—%m %w) g (x) = arctg x jest

funkcja odwrotna do rézniczkowalnej funkeji f : (—%w, %n) SR,
f(x)= tgx Poniewaz f' (x) = 1 +tg2x, f'(x) > 0 dla kazdego

X € ( 27r, éw) wiec funkcja odwrotna f1 R — (—%7‘(‘, %71’)

f~1(y) = arctgy jest rézniczkowalna oraz

!/

-1 _ 1 _ 1 _ 1
(f (}/)) T f(x) T 1+tg2x T 1+y2»

czyli (arctgx) = TIXZ
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Odwzorowania uwiktane

Definicja
Niech X C R" x R™ bedzie zbiorem otwartym, F : X — R™, a
(x0,¥0) € X, gdzie xg € R”, yo € R™, bedzie takim punktem, ze

F (x0,y0) = 0.

Moéwimy, ze uktad réwnan F (x,y) = 0 okresla w pewnym
otoczeniu V' C X punktu (xo, yo) odwzorowanie uwikfane wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje takie otoczenie U punktu xq i
odwzorowanie G : U — R, ze dla kazdego x € U mamy
(x,G(x)) € V, yo = G (x0) oraz F (x, G (x)) = 0.
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Odwzorowania uwiktane

Przyktad

Niech f :R xR = R, f(x,y) =x>+y2 -1, (x0,y0) = (0,1).
Réwnanie x? 4 y? — 1 = 0 wyznacza funkcje uwiktana

g (x) = V1 — x? okreslong dla x € (—1,1). Gdy (xo,y0) = (0, —1),
to szukana funkcja uwiktana jest dana wzorem g (x) = —v1 — x2,
gdzie réwniez x € (—1,1). Zauwazmy, ze w przypadku punktéw
(x0,¥0) = (1,0) oraz (xo, o) = (—1,0) réwnanie x> + y?> —1 =0
nie wyznacza funkcji uwiktanej y = g (x) (ale wyznacza funkcje
uwiktana x = h(y)).
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Odwzorowania uwiktane

Przyktad

Rozwazmy uktad réwnan liniowych Az = b, gdzie rzad macierzy A
o wymiarach m x (n+ m) jest rbwny m. Zatézmy dla ustalenia
uwagi, ze kolumny api+1,an42, ..., @p+m mMacierzy A s liniowo
niezalezne. Macierz A mozemy zapisa¢ w postaci blokowe]

A= [ B C } gdzie macierz B ma wymiary m X n, a nieosobliwa

macierz C — wymiary m X m. Przyjmujac oznaczenia z = [ ; ]

gdzie x € R"”, y € R™, uktad rébwnan mozemy zapisa¢ w postaci

{B C}[;]—b@)Bx—i—Cy—b@Cy—b—Bx.
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Odwzorowania uwiktane

Przyktad (cd)

Mnozac obustronnie ostatnie réwnanie przez C™1, otrzymujemy
rozwigzanie y = C~! (b — Bx) = C~!'b — C~!Bx. Wektor y jest
utworzony ze zmiennych bazowych, a wektor x ze zmiennych
niebazowych uktadu Az = b odpowiadajacych postaci bazowe;j
wzgledem m ostatnich kolumn macierzy A.
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Odwzorowania uwiktane

Podamy warunki wystarczajace na to, aby uktad réwnan

F (x,y) = 0 wyznaczat odwzorowanie uwiktane. Wprowadzmy
nastepujace oznaczenia. Dla rézniczkowalnego odwzorowania
F : X — R™ o skfadowych fi, 5, ..., fp, 0znaczmy przez

of of,

e (x0,¥0) - Z& (%0, Yo0)
FX/ (x07y0) = 8f b af_ 1

X1 (X07YO) ann”(Xo,yO)
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Odwzorowania uwiktane

Podamy warunki wystarczajace na to, aby uktad réwnan

F (x,y) = 0 wyznaczat odwzorowanie uwiktane. Wprowadzmy
nastepujace oznaczenia. Dla rézniczkowalnego odwzorowania
F : X — R™ o skfadowych fi, 5, ..., fp, 0znaczmy przez

- of o
e (x0,¥0) - Z& (%0, Yo0)
F;(Xo,yo): of 00 of .
e (X07YO) “ Oxs (X07y0)
[ 65 (x0,%0) - H(x0,¥o0)
Fy (x0,Y0) = o o
| 32 (X07YO) gy (x0,¥0)
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Odwzorowania uwiktane

Podamy warunki wystarczajace na to, aby uktad réwnan

F (x,y) = 0 wyznaczat odwzorowanie uwiktane. Wprowadzmy
nastepujace oznaczenia. Dla rézniczkowalnego odwzorowania
F : X — R™ o skfadowych fi, 5, ..., fp, 0znaczmy przez

- of o
e (x0,¥0) - Z& (%0, Yo0)
F;(Xo,yo): of 00 of .
e (X07YO) “ Oxs (X07y0)
[ 65 (x0,%0) - H(x0,¥o0)
Fy (x0,Y0) = o o
| 32 (X07YO) gy (x0,¥0)

Zauwazmy, ze F (xo,Yo) jest macierza o wymiarach m x n, a
Fy (x0,yo) — macierza o wymiarach m x m.
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Odwzorowania uwiktane

Twierdzenie (Gravesa)

Niech X C R" x R™ bedzie zbiorem otwartym. Jesli odwzorowanie
F : X — R™ jest rézniczkowalne w sposéb ciagty, istnieje taki
punkt (xo,¥0) € X, ze F (xo,y0) = 0, det F{ (o, yo) # 0, to ukfad
réwnan F (x,y) = 0 wyznacza jednoznacznie odwzorowanie
uwiktane y = G (x) okreslone w pewnym otoczeniu U punktu xg,
ktére jest rézniczkowalne w sposéb ciagty oraz spetnia warunek

6 (x0) = — (F} (x0.50)) " Fi (x0.0).
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Odwzorowania uwiktane

Uwaga

Jelin=1im=1, tzn., gdy rozwazamy réwnanie f (x,y) =0i
y = g (x) jest funkcja uwiktana jednej zmiennej, otrzymany wzér
mozna zapisaé w postaci

of
g/ (XO) — ax(X07YO)

of .
ay (0-%0)
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Odwzorowania uwiktane

Uwaga

Jelin=1im=1, tzn., gdy rozwazamy réwnanie f (x,y) =0i
y = g (x) jest funkcja uwiktana jednej zmiennej, otrzymany wzér
mozna zapisaé w postaci

_ %(Xo,}’o)

g'(x) = df ‘
oy (0.y0)

Przyktad

Wyznaczymy pochodna funkgji uwikfanej y = g (x) w punkcie xg
okredlonej warunkami x3 — 2xy +3y? —2x =0, xp = 1.

A
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Odwzorowania uwiktane

Jeslin>1, m=1, to g jest funkcja n-zmiennych, jej pochodne
czastkowe s3 réwne

9f(x0,%0)
£ (x0) = ~ g7
8XJ U 9f(x0,%0)
dy

dlaj=1,2,...,n.
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Odwzorowania uwiktane

Uwaga

Jeslin>1, m=1, to g jest funkcja n-zmiennych, jej pochodne
czastkowe s3 réwne

9f(x0,%0)
og (x0) = — -9 _
Ox; 0) = T 9f(xo0)
dy

dlaj=1,2,...,n.

Przyktad

Wyznaczymy wszystkie takie wartosci y, ze réwnanie

y2 —y+x1+2x—1=0, gdzie x; = 1, x = 0, generuje
rézniczkowalne funkcje uwiktang y = g (x1, x2) okreslona w
pewnym otoczeniu punktu (1,0). Wyznaczymy g’ (1,0).

| A
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Odwzorowania uwiktane

Przyktad

Wykazemy, ze w pewnym otoczeniu punktu Xg istnieje
odwzorowanie uwiktane y = G (x) wyznaczone przez uktad réwnan
F (x,y) = 0 i spetniajace warunek yg = G (xg) oraz obliczymy

o +y1t+y2
G’ (x0), jesli: F(x,y) = | ", X0 =0,
(xo), jesli: F (x,y) X2+ydryho2 |
1
Yo=1| 41|
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